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2 Kontextfreie Sprachen

2.1 Kontextfreie Grammatiken

2.1.1 Definitionen

Definition 2.1.1 (kontextfreie Grammatik, CFG)
Seien N, T disjunkt endliche Alphabete, P eine endliche Teilmenge von N x (NUT)* und S € N. Dann
heifit die Struktur G = (N, T, P, S) kontextfreie Grammatik (i.Z. CFG, engl.: context free grammar).

Fiir zwei Worte W, W' € (N UT)* erklaren wir, wann W’ aus W in einem Schritt oder in mehreren
Schritten mithilfe der Regeln der Grammatik abgeleitet werden kann:

Die FEinschrittrelation ¢ ist definiert durch:

WhkeW' gdw. W=UAV  (UV e (NUT)*, Ac N),
W =UXV (Xe(NUT)*) und
(A, X)eP.

Ist (A, X) € P, so werden auch wir die iibliche Schreibweise A — X verwenden (welche suggeriert:
ersetze A durch X).

Die i-Schrittrelation I—E ist definiert vermoge

WL, W
WeEeW AW bW = W I W,

Die Mehrschrittrelation =, ist die reflexive und transitive Hiille von ¢, d.h.

Wk W (reflexiv)
WEEW AW kg W = WL W (transitiv) oder
WELW gdw. 3ie N WL W,

Eine Folge Wy, ..., W,, nennen wir eine Ableitung der Lange n von W, aus Wy in G , wenn W;_1 b W;
(t=1,...,n). Die W; nennen wir Ableitungsworte. Die Sprache von G ist L(G) := {w € T* | S ¢, w}
und entsprechend heif3t S das Startsymbol.

Wir nennen die Zeichen aus N Nonterminals oder Variablen, die aus T' Terminals und die Paare aus P
(Ableitungs-) Regeln. Die Terminals heiflen so, weil sie nicht weiter ableitbar sind, bei ihnen terminiert
die Ableitung. Sie spielen dieselbe Rolle wie die Eingabezeichen bei den finiten Automaten: es sind
die Worte iiber diesen Zeichen, die den Gegenstand unserer Betrachtungen ausmachen, iiber die wir
reden und nachdenken, die wir durch bestimmte Kalkiile beschreiben (erkennen oder erzeugen) wollen.
Die Nonterminals sind eben die nichtterminierenden Zeichen, fiir die es (im Prinzip) Regeln gibt, die
sie weiter ableiten. Wir nennen sie auch Variablen, weil sie nicht die Objekte unserer Betrachtung
sind, sondern Zeichen des Kalkiils, mit dessen Hilfe wir Terminalworte beschreiben: die Variablen
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stehen fiir die Worte, die aus ihnen ableitbar sind. (Es bedarf allerdings einiger Phantasie, in ihnen die
Variablen zu entdecken, wie sie in der Mathematik gebraucht werden, ndmlich Zeichen, die fiir Objekte
stehen und ihre Bedeutung erst bekommen, wenn sie durch einen Operator gebunden und ihnen ein
Objektbereich zugewiesen wurde.) Ein Zeichen, das fiir ein Zeichen steht, also eine Zeichenvariable
oder Zeichenkonstante, wird oft Metazeichen genannt. Entsprechend findet man fiir die Nonterminals
auch die Bezeichnung Metazeichen (mit denselben Bedenken, mit denen man sie Variable nennt).

Wir niitzen die Gelegenheit zu erklaren was ein Hiillenoperator ist.

Definition 2.1.2 (Hiillenoperator)
Sei M ein Mengensystem, also eine Klasse von Mengen, und sei $ ein Operator auf 9t , d.h. eine
Abbildung von 2 in 9. Dann nennt man $) einen Hiillenoperator, wenn fiir alle Mengen Ry, Ry € 9
gilt:

1. R € 9H(R;) (monoton)

2. Ry C Ry = H(R1) € H(R2) (inklusionserhaltend)
3. 9(H(R1)) = H(R1) (idempotent).

Ein Hiillenoperator schafft aus einer Menge R die kleinste Menge, die R umfafit und unter gewissen
Operationen oder Relationen abgeschlossen ist.

Definition 2.1.3 (Reflexive und transitive Hiille einer Relation)
Ist R eine Relation aus A x A, so konnen wir die kleinste Relation R* C A x A betrachten, die R
enthélt und zudem transitiv und reflexiv ist:

1. Vae A: (a,a) € R*
2. Va,b,ce A: (a,b),(b,c) € R* = (a,c) € R*

Der Operator * ist ein Hiillenoperator, denn R C R*, (R*)* = R* und Ry C Ry = R} C R}.

2.1.2 Beispiele

Als nachstes behandeln wir ein paar Beispiele und zeigen, wie man beweist, dafl eine gegebene Sprache
von einer gegebenen Grammatik erzeugt wird.

Notation 2.1.4
Abkiirzend schreiben wir statt {(A4, W1), ..., (A, W)} auch {A — Wy | --- | Wi}

Beispiel 2.1.5
Eine CFG fiir die Sprache L = {a™b" | n € N} ist G = ({S}, {a,b}, {S — aSb| e}, 5)

Beispiel 2.1.6

Die Sprache PAL = {w € {a,b}* | w = W} = Menge der Palindrome iiber {a,b}. (Palindrome sind
Worte, die von vorn und von hinten gelesen gleich lauten, z.B. OTTO). Die Palindrome kann man auf
Grund folgender Bildungsregeln erzeugen:

1. ¢,a,b € PAL

2. w € PAL = awa, bwb € PAL

3. keine anderen Worte sind aus PAL, d.h. PAL ist die kleinste Menge, die die Regeln 1. und 2.
erfiillt.

Daraus konnen wir uns sofort eine CFG konstruieren:

G = ({S},{a,b},{S —¢c|a]|b|aSa]|bSb},S)
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Notation 2.1.7
#o(w) = Anzahl der Vorkommen von a im Wort w.

Beispiel 2.1.8

Wir suchen eine CFG fiir die Sprache L = {w € {a,b}* | #4(w) = #p(w)}. Eine mogliche Idee aus der
Welt der finiten Automaten ist: Erzeugen wir ein a, so merken wir uns, dafl zum Ausgleich auch ein
b erzeugt werden mufl. Sei also A die Variable, die die Information tragt: es ist ein (iiberschiissiges) b
erzeugt worden, es mufl noch ein a erzeugt werden. Sei B die Variable, die besagt, dal wir jetzt ein a
zuviel haben und S die Startvariable, die ausgeglichene Worte erzeugt. D.h.

S erzeuge alle Worte w mit  #,(w) = #p(w) ,
A erzeuge alle Worte w mit  #4(w) = #p(w) + 1,
B erzeuge alle Worte mit #Ha(w) = #p(w) — 1.

Die resultierende Grammatik ist dann: G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S) mit

S— aB|bA|e
P={A— aS|bAA }.
B— bS|aBB

Um zu zeigen, dafl unsere Bildungsidee stimmt, daf also L = L(G), nennen wir

Lo = {w | #a(w) = #(w)} o Lsi={w|SFw} |
Lo={w] #aw) = () +1) . Lai={w| At w} |
Ly :=A{w | #p(w) = #a(w) +1} , Lp:={w| B w}

und zeigen, dafl Lo = Lg, L, = L4 und L, = Lp (Beachte: L4, Lp, Lg sind paarweise disjunkt):

Beweis: Induktion iiber die Lange der Worte.

1. C: Induktionsanfang |w| < 1: w=e: €€Llyp und §—c¢ also c€lg
w=a: a€l, und Akra also a € Ly
w=b: bel, und BkFb also belLp

Annahme: die Behauptung gilt fiir die Worte einer Lange kleiner k.
LyCLsg: welghw=av=v€ely, = BFv=SFaBFaw=w= w € Lg.

Annahme

welghw=bv=v€EL;=— AFv=— SFMAFE bW =w—=— we€ Lg.
Lo CLy: welLyhNw=av—v€E€Ly— SEv=— At aSEav=w—=— w € Ly.
wE Ly ANw=bv= Fv € Ly, v2 € Ly : v =1v109 =
AP v, AP vy =— AFbAAF bvivy = w.
LyCLg: welyNw=av= Fv| € Ly, v9 € Ly : v = v1v9 =
B v,BFEFvy=— Bt aBBH avivy = w.
weELpyNw=bv=—v€ELy— SFv=— BFbSHF bv=mw.
2. D: Induktionsanfang |w| < 1 wie oben.
Annahme: Behauptung gilt fiir Worte einer Lange kleiner k.
LsCLy: SPww=av=—SrtaBFaeaw =— v eEL,— we€ Ly.
SEw,w=bv= SFAF b= v € L, = w € Ly.
LyCL,: ABw,w=av=— AtaSFav—veLy=— weElL,
AFw, w=bbw—=— AFbAA — Jui,us : AF u1 NAE us ANv = uqjus —
Ui, U2 € Ly = w € Ly
LpClLy: BFw w=av=—= BtFaBB = Juj,us: BEui ABF us Av=1ujuy =
ui, U2 € Ly = w € L
BEw,w=bv=—= BFbSFEbh = veE Ly= w € L.
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Beispiel 2.1.9

Betrachten wir noch einmal die Sprache L = {w € {a,b}" | #4(w) = #p(w)}. Eine etwas elegantere
Grammatik erhalten wir, wenn wir uns iiberlegen, dafl wir wieder ein Wort aus L erhalten, wenn wir
an ein Wort aus L links a und rechts b anfiigen oder umgekehrt links b und rechts a, oder wenn wir zwei
Worte aus L konkatenieren, und dafl wir so alle Worte aus L aus dem leeren Wort erzeugen kénnen.
Dann bekommen wir folgende CFG: G = ({X},{a,b}, P, X) mit P = {X — aXb|bXa | XX | e}
Per Induktion iiber die Lange der Worte zeigen wir, dal G die Sprache L erzeugt, d.h. L = L(G).

Beweis: per Induktion (alle Worte aus L haben gerade Lénge):

1. €. Seiw € L : Ist w = €, so stimmt die Behauptung: ¢ € L und € € L(G). Wir nehmen an,
die Behauptung gelte fiir Worte bis zur Lange 2k. Betrachten wir also Worte der Lange 2k + 2:
- Hat w die Form avb, so ist v € L. Nach Annahme X F v. Damit 148t sich w aus X ableiten:
X FaXbF avb=w.
- Hat w die Form bva, so gilt das Analoge.
- Hat w die Form ava, so 148t sich w zerlegen in zwei Teile: w = wjwe mit w; und we € L(G)
(Man gehe in w soweit, bis zum ersten Mal #, = #;. Eine solche Stelle muf} es in v geben, da
w € L und v folglich zwei b zuviel haben muf.) Nach Annahme gilt also: X P wi, X B ws.
Damit 1af3t sich w aus X ableiten: X F XX P wiwy = w.
- Hat w die Form bvb, so gilt das Analoge.

2. D: Sei X P w. Ist Ist w = €, so stimmt die Behauptung: ¢ € L und € € L(G). Wir nehmen an,
die Behauptung gelte fiir Worte bis zur Lange 2k. Betrachten wir also Worte der Lange 2k + 2:
- Hat w die Form awvb, so muf} in der Ableitung von w die erste Regel X — aXb sein. Dann
muf} aber X P v gelten und nach Annahme v € L sein. Dann ist aber auch w € L.
- Hat w die Form bva, so gilt das Analoge.
- Hat w die Form awva, so mufl in der Ableitung von w die erste Regel X — X X sein. Dann
mufl es aber Worte wi,ws € T geben mit X ¥ wy, X ¥ wy und w = wiwse. Nach Annahme
sind dann aber w1, w9 € L und folglich w € L.
- Hat w die Form bvbd, so gilt das Analoge.

2.1.3 Ableitungsbaum

Im Folgenden benétigen wir haufig den Begriff des Baumes. Hier also eine kurze Einfiihrung:

Definition 2.1.10 (Digraph)

Sei @ eine Menge und K C @ X Q. Dann heifit die Struktur G = (Q, K) Digraph (gerichteter Graph,
engl. directed graph). @ ist die Menge der Knoten und K die Menge der gerichteten Kanten (Pfeile).
Eine Abbildung f : @ — A nennen wir auch eine Bewertung der Knoten durch Elemente aus A. Die
Struktur G = (Q, K, f) nennt man demgemé&f auch einen knotenbewerteten Digraph.

Eine Reihe von n in G aufeinanderfolgender Kanten nennt man einen Pfad der Linge n. Man sagt:

e p ist Vorganger von q bzw.q ist Nachfolger von p, wenn (p,q) € K.

e p ist Vorfahre von q bzw. g ist Nachkomme von p, wenn es einen Pfad von p nach ¢ gibt.

e p ist echter Vorfahre von q bzw. ¢ ist echter Nachkomme von p, wenn p Vorfahre von q bzw.
q Nachkomme von p und p # q.

Man erkennt, dafl die Vorfahrenrelation die reflexive und transitive Hiille der Vorgangerrelation ist.
(Pfade kénnen auch die Lange 0 haben).
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Definition 2.1.11 (Baum)
Ein Digraph G = (Q, K) ist ein (gerichteter) Baum, wenn gilt:

1. es gibt genau einen Knoten ohne Vorganger, die Wurzel,
2. alle Knoten werden von der Wurzel aus durch genau einen Pfad erreicht.

Den Knoten ohne Vorgénger nennen wir die Wurzel und die Knoten ohne Nachfolger die Bldtter des
Baumes. Den Vorgénger eines Knoten nennen wir hier auch Vater, die Nachfolger auch Séhne. Sohne
desselben Vaters heiflen Brider. Die Tiefe eines Knotens g ist die Lange des Pfades von der Wurzel
zu q. Die Hohe des Baums ist die Lange des langsten Pfades (= maximale Tiefe eines Knotens).

Definition 2.1.12 (Teilbaum)
Ist G ein Baum, so ist G’ ein Teilbaum von G, wenn G’ ein Baum ist, und alle Knoten und Kanten
von G’ auch Knoten bzw. Kanten von G sind.

Wenn wir einen Baum an die Tafel oder auf Papier zeichnen, so miiflen wir zwei Briider notgezwungen
in eine Reihenfolge bringen, den einen links vom anderen zeichnen, wodurch der Eindruck entsteht, als
sei der eine Bruder in irgendeiner Hinsicht vor dem anderen. Diese durch die Zeichnung erzwungene
Ordnung ist aber nicht durch die Definition selbst gegeben. Wollen wir eine solche Ordnung festlegen,
so miissen wir sie gesondert definieren.

Definition 2.1.13 (orientierter Baum)
Ein Baum G ist ein orientierter Baum, wenn die S6hne jedes Knotens linear geordnet sind (<p).
Diese Briiderordnung kann man in verschiedener Weise zu einer Ordung aller Knoten fortsetzen:

Depth First: a <prpb gdw.
1. a ist echter Vorfahre von b oder
2. es gibt Vorfahren a’ von a und b von b mit o’ <p ¥'.

Breadth First: a <pp b gdw.
1. Tiefe (a) < Tiefe(b) oder
2. Tiefe (a) = Tiefe (b) und es gibt Vorfahren o’ von a und & von b mit o’ <p V'.

Definition 2.1.14 (Front)
In einem orientierten knotenbewerteten Baum, nennen wir das Wort der Bewertungen der Blétter in
ihrer depth-first Reihenfolge die Front des Baums.

Definition 2.1.15 (Teilbaum eines Knotens)
Ist G ein (orientierter) Baum, so begriindet jeder Knoten a von G einen orientierten Teilbaum von G,
namlich den Baum G(a) aller Nachfahren von a in G (der maximale Teilbaum mit der Wurzel a).

Definition 2.1.16 (binérer, (fast) vollstindiger Baum)
FEin Baum ist bindr, wenn jeder Knoten hochstens 2 S6hne hat. Ein bindrer Baum der Hohe n heifit
vollstandig, wenn alle Knoten einer Tiefe < n genau 2 Sohne haben. Er heifit fast vollstindig, wenn
gilt
1. alle Knoten einer Tiefe < n — 1 haben genau 2 Séhne,
2. hat ein Knoten p der Tiefe n — 1 weniger als 2 Schne, so hat kein Knoten ¢ mit ¢ >gr p einen
Sohn.

Lemma 2.1.17
Ein binérer Baum der Hohe n hat hochstens 271 — 1 Knoten.
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Beweis: Unter den bindiren Biumen der Hohe n hat der vollstindige die meisten Knoten. Er hat 2°

Knoten der Tiefe i, also insgesamt 2° + 2! + 22 + 23 + . 4 27 = 27+ _ 1 Knoten. [
——
221
N————
231
24—1 .....etc

Anmerkung 2.1.18
Die Zahl der Blatter ist beim vollsténdig bindren Baum um 1 gréfler als die Zahl der iibrigen Knoten.

Fine CFG ist ein ”nichtdeterministischer” Kalkiil: es ist i. Allg. moglich eine von mehreren Regeln
anzuwenden und dies an mehreren Orten des abzuleitenden Wortes. Allerdings ist es unwesentlich,
in welcher Reihenfolge wir die Variablen behandeln, erst ein weiter links stehendes oder erst ein
weiter rechts stehendes, solange die Variablen jeweils mit derselben Regel abgeleitet werden. Um
einer Ableitung diese unnotige Mehrdeutigkeit zu nehmen, wollen wir alle Ableitungen als dquivalent
ansehen, die sich nur in der Reihenfolge der Anwendung der Regeln unterscheiden. Représentant fiir
ein Klasse dquivalenter Ableitungen ist die Linksableitung, in der in jedem Ableitungsschritt, immer
das jeweils linkeste Nonterminal abgeleitet wurde.

Definition 2.1.19 (Ableitungsbaum)
Ein orientierter knotenbewerteter Baum I' ist ein Ableitungsbaum des Wortes w bzgl. G = (N, T, P, 5),
wenn gilt:

1. Die Wurzel von I' ist mit S bewertet, die Blatter mit € oder mit Terminals und die iibrigen
Knoten mit Nonterminals.

2. Ist ein Knoten in I" mit A bewertet und seine k& Sohne in ihrer Reihenfolge mit By, ..., By, so
ist A — By --- By eine Regel aus P.

3. Ein mit € bewertetes Blatt hat keine Briider.

4. w ist die Front von I'.

Ein Ableitungsbaum entspricht gerade einer Klasse dquivalenter Ableitungen bzw. einer Linksableitung,
wie folgendes Lemma sagt:

Lemma 2.1.20
Zu jeder Linksableitung gehort genau ein Ableitungsbaum und umgekehrt.

Definition 2.1.21

Eine CFG G heifit eindeutig, gdw. fiir alle w € L(G) genau ein Ableitungsbaum existiert.
Eine CFG G heif3t mehrdeutig, wenn sie nicht eindeutig ist.

CFL L heifit eindeutig, wenn es eine eindeutige Grammatik fir L gibt.

CFL L heifit inherent mehrdeutig, gdw. L nicht eindeutig.

Aufgabe 2.1.22
Zeigen Sie: Die CFG G = ({X},{a,b},{X — aXb|bXa | XX | €}, X) ist nicht eindeutig.

2.2 Rechtlineare Grammatiken

Definition 2.2.1 (rechtslineare Grammatik)
Ein CFG G = (N,T,P,S) heifit rechtslinear gdw. P C N x (T UN UTN U {e}), d.h. die Regeln
haben die Foom A — ¢, A —a, A— Boder A— aB (A,B€ N,acT).
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Beispiel 2.2.2
L= {ab,aba}*
G= ({S,B,C},{a,b},P>S)
P= S—uaB|¢
B —bS | bC
C —aS

eine Folge von Ableitungsworten wéare z.B.: S, aB, abC, abaS, abaaB, abaabS, abaab

Satz 2.2.3
Zu jedem FA existiert eine dquivalente rechtslineare Grammatik und umgekehrt.

Beweis:
I. Gegeben sei ein FA M = (Q, %, 0, qo, F') ohne e-Befehle. Wir definieren die CFG G = (Q, %, P, qo)
mit P ={p — aq | (p,a,q) €6} U{q—¢e[qe F}.

II. Gegeben sei eine rechtslineare CFG G = (N, T, P, S). Wir definieren dazu den
FA M= (NU{E},T,0,5,{F}) (E ¢ N) mit:

(A,a,B)ed <— A—aB ausP
(A,e,B)ed <= A—B ausP
(A,a,E)ed <— A—a ausP
(Aje,E)ed <— A—c¢ aus P

Beispiel 2.2.4

FA: ) ‘ a b CFG: S 1 — ¢
SF 12 - 1 — a2
2 1,3 2 — b1]|03
3|1 - 3 — al
Beispiel 2.2.5
CFG: S — 0S|15]1 FA: 0 10 1
s S|S SE
F E|- -

Definition 2.2.6 (linkslineare Grammatik)

Seien N, T disjunkte endliche Mengen und P C N x (TUN UNT U{e}),S € N. Dann heifit die
Struktur G = (N, T, P,S) linkslineare Grammatik. (Die Regeln von G haben also die Form A —
e, A—a, A— Boder A— Ba (A,B€ N,a€T)).

Satz 2.2.7
Zu jeder rechtslinearen Grammatik existiert eine dquivalente linkslineare und umgekehrt.

Beweis: Sei G = (N, T, P, S) eine rechtslineare Grammatik.

1. Vertausche die Symbole auf den rechten Regelseiten: ist A — aB aus P, so sei A — Ba
aus P’. Auflerdem enthélt P’ alle Regeln aus P mit einer rechten Seitﬂler Lange < 2. Die
linkslineare Grammatik G’ = (N, T, P', S) erzeugt die Sprache L(G’) = L(G) (L(G) gespiegelt).

2. Vertausche die Variablen der linken und rechten Seite einer Regel (S” ¢ N) :

A — Ba aus P’ = B — Aa aus P”
A— B aus P’ = B— A aus P”
A—a aus P’ - S" — Aa aus P”
A—¢ aus P’ — S"— A  aus P”
AuBlerdem  sei S —c¢ aus P”.
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«—

Die linkslineare Grammatik G” = (N U {S"},T, P",S") erzeugt L(G") = L(G') = L(QG)

Die Umkehrung wird analog bewiesen. ]

Beispiel 2.2.8

M: 6 |a b c
S S|A - -
F A|- B -
Bl- - A
G: § — dA z.B. ShkaA, Ak¢ R(G) = a(bc)*
A — bB]|e AFbBF bcA
B — A
G: S — Aa zB. SEAa, Ale R(G') = (cb)*a
A — Bble Al BbE Acd
B — Ac
G':. S — A zB. S"HA R(G") = a(bc)*
S — ¢ AFSalka
A — Sa|Bc A + Bek Abc
B — Ab

2.3 Chomsky-Normalform

Lemma 2.3.1
Zu jeder CFG G mit ¢ ¢ L(QG) existiert eine dquivalente CFG G, die keine e-Regeln enthélt (d.h. Regeln
der Form A — ¢).

Beweis: 1. Sei G = (N,T,P,S). Wir definieren eine Operation auf P: Man nehme eine e-Regel
A — ¢ aus P und ersetze jede Regel R mit k& Vorkommen von A auf der rechten Seite durch die 2*
neuen Regeln, die man erhélt, wenn man auf der rechten Seite von R die Vorkommen von A belafit
oder 16scht. Man bekommt die Hiille von P unter dieser Operation, wenn man diesen Schritt solange
iteriert, bis keine neue Regel mehr entsteht. Dann 16scht man alle e-Regeln.

Die Hiillenbildung kann man z.B. so beschreiben: Die Variablen von N seien nummeriert: Aq,..., Ag.

begin
P’ = (;
while P’ # P do begin
P = p;
for i=1to k do
if A, — ¢ aus P do
for all Regeln B— By ---B; € P do
P=PU{B— B} Bj| B} = A;Ve, falls B; = A;, und B} = B, sonst}
end;
end.

Bevor man die e-Regeln 16scht, wird sicher jedes Wort, dafl von P erzeugt wird, auch jetzt erzeugt
und umgekehrt, wird jedes Wort, was mithilfe einer neuen Regel erzeugt wird auch nur mit den alten
erzeugt. Nach dem Entfernen der e-Regeln kann man aber immer noch alle frither erzeugten Worte
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ableiten, denn wird in einer Ableitung das Vorkommen einer Variablen B mit einer e-Regel gel6scht,
und wurde dieses Vorkommen durch die Regel A — UBYV gesetzt, so hitte man statt dieser Regel
auch die neue Regel A — UV anwenden koénnen, und wére so auf dasselbe Ergebnis gekommen.

II. Eine andere Variante fiir den Beweis ist die folgende: Wir nennen eine Variable A nullierbar (in
G), wenn A F{, €. Zunichst finden wir alle nullierbaren Variablen:

begin
for all A€ N do if A — ¢ aus P then markiere A;
while neue Variable wurde markiert do
for all A— B;---Bj, aus P do
if Bj,..., By markiert, then markiere A;
end.

Dann ersetzt man fiir jede nullierbare Variable A jede Regel R mit m Vorkommen von A auf der
rechten Seite durch die 2" neuen Regeln, die man erhélt, wenn man auf der rechten Seite von R die
Vorkommen von A belafit oder 16scht. D.h. Alle Variablen auf den rechten Seiten von Regeln, aus
denen das leere Wort € abgeleitet werden kann, konnen auch gleich weggelassen werden. Da man aus
solchen Variablen aber auch anderes ableiten konnte, miissen sie in einer anderen Kopie dieser Regeln
auch noch vorkommen.

Sei n die Zahl der Variablen, k die Zahl der Regeln und [ die Lange der langsten Regel. Dann dauert
das Markieren der nullierbaren Variablen hochstens nkl Schritte und Teil 2 des Verfahrens k2! Schritte.
Insgesamt ist der Zeitaufwand dieses Verfahrens kleiner als k21 + k2! Schritte (n < k). [ |

Korollar 2.3.2
Zu jeder CFG G existiert eine aquivalente CFG G’, die keine e-Regeln enthalt aufler eventuell der
Regel S — . Enthalt sie die Regel S — ¢, so taucht das Startsymbol S nie auf der rechten Seite
einer Regel auf.

Beweis: Falls ¢ € L(G), wiirde das Verfahren des vorigen Beweises zu einer CFG G’ fiihren, die
L(QG) nicht erzeugt, da sie € nicht erzeugt. Ist S das Startsymbol von G, fithren wir daher ein neues
Startsymbol S’ ein und die beiden Regeln S" — S | . [ ]

Lemma 2.3.3
Zu jeder CFG G mit ¢ ¢ L(G) existiert eine dquivalente CFG G’ = (N, T, P, S), die keine Regel aus
N x ({e} UN) enthélt, also keine Regeln der Form A — ¢ und A — B (A,B € N).

Beweis: Nach dem vorigen Lemma gibt es eine zu G dquivalente Grammatik G’ ohne e-Regeln. Wir
miissen noch die undren Regeln entfernen, d.h. Regeln der Form A — B. Wir definieren wieder eine
Operation auf der Regelmenge P’ von G’ : Man nehme eine Regel der Form A — B aus P und
fiige zu jeder Regel B — W aus P’ noch die Regel A — W hinzu. Dies wiederholen wir solange,
bis wir keine neue Regel mehr bekommen, d.h. wir bilden die Hiille von P’ unter dieser Operation.
Danach l6schen wir alle Regeln der Form A — B. Sei P” die so erhaltene Regelmenge. Dann ist die
Grammatik G”, die man aus G’ erhilt, wenn man ihre Regelmenge P’ durch P” ersetzt, Aquivalent
zu G’ und damit zu G.

Um zu sehen, dafl die Grammatik G” aquivalent ist zu G’ mufl man sich nur iiberlegen, daf die
Anwendung einer Operation, die von den Regeln erzeugte Sprache gleich 148t. Haben wir eine Regel
der Form A — B aus P und fiige wir zu jeder Regel B — W noch die Regel A — W hinzu,
so werden sicher nicht weniger Worte erzeugt. Ist w aber ein Wort, das mithilfe einer neuen Regel
A — W erzeugt wiirde, so konnte man diese aber auch immer durch die Regelfolge A — B,
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B — W ersetzen, d.h. das Wort wiirde auch mithilfe der alten Regeln erzeugt. Somit wird auch kein
weiteres Wort erzeugt.

Dann iiberlegt man sich, daf§ auch das Entfernen der Regeln der Form A — B am Schluf} nichts
ausmacht. Nehmen wir an, das Wort w wird mithilfe von Regeln der Form A — B erzeugt und sei
Aj F A F -+ A; eine maximale Ableitungsfolge nur durch undre Regeln, d.h. A; wird durch eine
Regel weiter abgeleitet, die keine unare Regel ist, z.B. A; — W, so gibt es in P” auch eine Regel
A; — W, die die Anwendung aller uniaren Regeln in obiger Ableitung eriibrigt.

Schliellich iiberlegt man sich noch, daf} die Hiillenbildung ein endender Proze$ ist: hat G’ etwa k Vari-
ablen, so konnen hochstens k? viele uniire Regeln in P’ sein oder durch unsere Operationen erzeugt
werden. Haben wir alle unéare Regeln erzeugt, d.h. bekommen wir durch Anwendung einer Operation
keine weitere unére Regel, so geniigt es unsere Operation hochstens noch einmal fiir jede dieser unéren
Regeln anzuwenden und wir sind fertig. [

Definition 2.3.4
Die CFG G = (N, T, P, S) hat Chomsky-Normalform (CNF ), wenn

PCNx(TU(N-{S})?)u{sS —e},
d.h. wenn alle Regeln die Form haben
A— BCoder A— aoder S — ¢ (Ae N ,B,CeN—-{S},aeT).

Satz 2.3.5
Zu jeder CFG G mit € ¢ L(G) existiert eine dquivalente CFG in CNF.

Beweis: Nach Lemma 2.3.3, existiert zu einer CFG G = (N, T, P, S) eine dquivalente CFG G’ =
(N, T, P',S) ohne e-Regeln oder Regeln der Form A — B (A, B Variablen). Sei N’ = NU{C,, | a € T}
eine neue Variablenmenge.

Ersetze in jeder Regel aus P’, deren rechte Seite eine Lange grofler 1 hat, alle Terminals a durch
die zugeordneten neuen Variablen C, und fiige die Regeln C, — a (a € T) zu P’ hinzu. Sei [ die
maximale Regellange von Regeln aus P’ und sei N” = N'U{[A;--- Ag] | A; € N fir i =1,...k und
1 < k < I} wieder eine neue Variablenmenge. Jede Regel aus P’, die noch nicht die richtige Form hat,
also von der Form A — By --- By ist (k > 2, A, By, ..., B € N'), wird jetzt ersetzt durch die Regeln:

A — BBy By
[By---By| — DBo[Bs--- By

[Br—1Bx] — DByp_1By

Korollar 2.3.6
Zu jeder CFG G mit € ¢ L(G) existiert eine dquivalente CFG in CNF.

Beweis:

1. ¢ ¢ L(G) wie oben.

10
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2. e€ L(G) =: L. Sei G’ = (N, T, P,S) eine CFG in CNF fiir L — {¢}.
Wir bilden G” = (N U{S'},T,P',S’) fix L mit S’ ¢ N (mit S’ neuer Startvariable) und
P'=PU{S —e}U{S' — AB|S — AB € P}.

Beispiel 2.3.7
{S — aSb | ab} erzeugt die Sprache L = {a"b" | n > 0}.

Terminalbehandlung: S — C,SCy | C,Cy, Coq — a, Cp — b.

Behandlung langer Regeln : S — C,51 | CoCy, S1 — SCp, Cy — a, Cp — b.

Die Variabeln [SCp] haben wir hier in S} umbenannt.

(passend zur Definition: S — C,S1 | CoCy, S1 — S'Cy, Co — a,Cp — b, 8" — CS1 | CoCh.)

2.4 Pumpinglemma, Ogdenlemma

Definition 2.4.1 (Pumpingeigenschaft)
L C ¥* hat die Pumping-Eigenschaft (i.Z. PE) gdw.

3 v 3 v . w'lwrly € L
keN zel uvwz,yed* ieN
lz| >k 2z =wwzy
lvwzx| < k

VT #E €

In Worten: Es gibt eine natiirliche Zahl k, so daf es fiir alle geniigend langen (wenigstens k langen)
Worte z aus der Sprache L eine Zerlegung z = uvwzy gibt mit folgenden Eigenschaften:

1. die mittleren Teile v, w, 2 zusammen haben hoéchstens die Lange k (liegen k-nah zusammen),

2. nicht beide “Pumpstellen” v und z sind leer,

3. die “Pumpstellen” v und x kénnen synchron gepumpt werden, d.h. geloscht oder gleich oft
eingefiigt werden, ohne dafl das Ergebnis aus L herausfallt.

Satz 2.4.2 (Pumpinglemma)
Jede CFL hat die Pumpingeigenschaft.

Beweis: Sei L eine CFL und G = (N, T, P, S) eine CFG in CNF fir L mit |N| = m. Wir wéhlen
k = 2™ und zeigen, daf} es fiir jedes wenigstens k-lange z € L eine Zerlegung z = uvwxy gibt, die
die Eigenschaften 1) bis 3) hat. Sei also z = a;---a, (a; € ¥ fir allei = 1,...,n) irgendein Wort
aus L von wenigstens der Léange k. Zu z gibt es einen Ableitungsbaum I' in G. Nun wéahlen wir eine
Knotenfolge m = qq, ..., ¢, in I' mit

1. qo ist Wurzel von T,

2. q, ist Vater eines Blattes von I,

3. gi+1 ist der Sohn von g;, der den Teilbaum mit den meisten Blédttern begriindet. Haben die
Teilbdume beider Schne gleichviel Blatter, so sei ¢;41 der linke Sohn von ¢;. (i =0,...,7 — 1)

Die Zahl der Blétter vom Vater zum Sohn halbiert sich hochstens, d.h. hat ein Knoten ¢; in 7 noch b
Blatter unter sich, so hat der Sohn ¢;11 mindestens noch b/2 Blétter unter sich. ¢, hat aber nur noch
ein Blatt unter sich. Da man k aber mindestens m-mal halbieren mufl, um auf 1 zu kommen, muf
r > m sein.

Wir betrachten nun die m + 1 letzten Knoten in 7 (also von hinten gez#hlt) pi1, ..., pm+1. Da wir nur
m Variablen haben und alle Knoten mit Variablen bewertet sind, mufl es unter den m + 1 Knoten
D1, .., Pm+1 Wenigstens zwei geben, die mit derselben Variablen bewertet sind. Seien es p; und p;

11
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(¢ < j) und die von ihnen begriindeten Teilbdume in I' nennen wir I'(p;) und I'(p;). Die Front von
I'(p;) sei w, die von I'(p;) sei vwz (sie umfafit ja die Front von I'(p;) und schlieBlich seien w,y die
restlichen Teile von z, sodafl z = wvwaxy. Dann gilt:

1. T'(p1) enthélt héchstens 2™ Blétter, da nach p; in 7 héchstens noch m Knoten kommen, so daf3
sich die Zahl der unter p; liegenden Blatter hochstens noch m-mal halbieren 1af3t.

2. piy1 ist ein Sohn von p;. Sei pj,; der andere Sohn. Auch dieser Sohn hat ein Blatt unter sich
(es gibt keine e-Regeln). Eine der beiden Pumpstellen (v oder ) umfaft die Front von I'(pj, )
(ist pi+1 der linke Sohn von p; so umfaBt 2 die Front von I'(pj, ), andernfalls umfafit v diese
Front).

3. Ersetzen wir den Teilbaum $(p;) durch den Teilbaum I'(p;), so erhalten wir einen Ableitungs-
baum Ty fiir uv®waz'y = wwy. Ersetzen wir umgekehrt in I' den Teilbaum I'(p;) durch den
Teilbaum <(p;), so erhalten wir einen Ableitungsbaum I'y fiir das Wort uv?wz?y. Dies letztere
konnen wir wiederholt tun, sagen wir é-mal und erhalten einen Ableitungsbaum I'; fiir das Wort
uwv'wrty.

Beispiel 2.4.3
1. {a"b™ | n € N} hat die Pumpingeigenschaft.
2. {a"b"c™ | n € N} hat nicht die Pumpingeigenschaft.

Leider ist das Pumpinglemma nicht umkehrbar. Es gibt Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft haben
und dennoch nicht kontextfrei sind.

Beispiel 2.4.4

1. {a™"c"d™ | n,m € N} U L(a*b*c*) hat die Pumpingeigenschaft. Man pumpt im d-Teil, solange
vorhanden, sonst wo man will. Der kritische Fall ist m = 1: pumpt man das letzte d heraus, so
fallt man in die Wortmenge L(a*b*c*), wo nun beliebig gepumpt werden darf.

2. {a"™"c¢™ | n,m € N,n # m} hat die Pumpingeigenschaft. Wir setzen k¥ = 7 und unterscheiden
3 Falle: Bei n > m + 1 pumpen wir in a”b" das letze a und das erste b. Bei n < m — 1 pumpen
wir in ¢™ das letzte c. Wenn n = m+ 1 oder n = m — 1, so pumpen wir in ¢ die letzten beiden
c. Man tberlege sich, dafl alle Worter einer Lénge groflergleich 7 pumpbar sind.

Daf3 diese beiden Sprachen nicht kontextfrei sind, werden wir spéater sehen. Ein Grund, warum man 1.
pumpen kann, liegt offenbar darin, dafl wir eine an sich nicht pumpbare Sprache mit einer kiinstlichen
Pumpstelle versehen haben. 2. ist auch nur pumpbar, weil wir frei sind, die Stelle, wo gepumpt werden
soll, zu wéahlen.

Wir kénnen das Lemma aber verschérfen, sodaffl man die Pumpstellen bis zu einem gewissen Grade
einschranken kann:

Definition 2.4.5 .
(k-Punktierung) Sei ¥ ein endliches Alphabet und ¥ = {a | @ € X} und h ein Homomorphismus:

(U N)* — 2* vermége h(a) = h(a) = a fiir alle a € ¥. Dann heifit w eine k-Punktierung von
w € ¥*, wenn h(w) = w und w mindestens k punktierte Symbole aus ¥ enthélt.

12
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Definition 2.4.6
L C ¥* hat die Ogden-FEigenschaft gdw.

3 v v 3 v . w'lwrly € L
keN zeL kPktng 0w, 45 ¢€ (XUX)* mit ieN
|z| >k Zvonz Z=uvwiy,
v hat hochstens k& Punkte und
, U, W oder w, &,y haben je wenigstens einen Punkt

(u=h(i), v="h),w=hw), z="hz), y="h(y)).

In Worten: Es gibt eine natiirliche Zahl k, so daB es fiir alle geniigend langen (wenigstens k langen)
Worte z aus der Sprache L und zu jeder k-Punktierung (Verteilung von wenigstens & Punkten) Z von

1. die mittleren Teile ©, w, & zusammen haben hichstens k& Punkte (liegen k-punkte-nah zusammen),
2. die ersten drei Teile u, v, und w oder die letzten drei Teile w, & und y haben je mindestens einen
Punkt (sind nicht punkt-leer), (das “oder” ist nicht ausschlieend.),

so da die “Pumpstellen” v und = synchron gepumpt werden koénnen (d.h. geléscht oder gleich oft
eingefiigt) ohne dafl das Ergebnis aus L herausfllt.

Jetzt stellen wir fest, dafl die beiden Sprachen aus Beispiel 2.4.4, obwohl sie pumpbar sind, die Og-
deneigenschaft nicht besitzen:

Beispiel 2.4.7
1. {a™b"c"d™ | n,m € N} U {a*b*c*} hat nicht die Ogdeneigenschaft.
2. {a"b"c™ | n,m € N, n # m} hat nicht die Ogdeneigenschaft.

Beweis:

ad 1) Wir legen alle Punkte auf den a-Teil.

ad 2) Sei k € N und n > k. Betrachte a”™™ v"+™ ¢" und eine Punktierung mit Punkten nur auf dem
c-Teil. Eine der Pumpstellen - v oder x - hat einen Punkt. Da auch w einen Punkt haben muf, liegt
x ganz im c-Teil. Liegt v nicht ganz im ¢-Teil, so kann man nicht pumpen (aus demselben Grund, aus
dem {a™b" | n € N} nicht die regulére Pumpingeigenschaft hat). Liegt v aber ganz im c-Teil und hat
v die Lange [,. so erreichte man durch pumpen auch die Worte a™™™ """ ¢+l fiir alle i € N, also
auch a™t™ pntn ¢+t (j = pl/l), was nicht in der Sprache liegt. W! [

Satz 2.4.8 (Ogden-Lemma)
Jede CFL L hat die Ogdeneigenschaft.

Beweis: Sei L eine CFL, G = (N,T,P,S) eine CFG fir L in CNF und |[N| = m. Wir wéhlen
k = 22m%3 und zeigen, daB es fiir jedes wenigstens k-lange z € L und jede k-Punktierung z von z
eine Zerlegung Z = uvwiy von Z gibt, die die Eigenschaften 1) und 2) aus der Definition der Ogden-
Eigenschaft hat.

Sei also z irgendein Wort aus L von wenigstens der Lénge k und 2 irgend eine Punktierung von z mit
wenigstens k Punkten. Zu z gibt es einen Ableitungsbaum I' in G. I sei der Baum, der aus I entsteht,
wenn man die Blattlabels geméafl 2 punktiert. Nun wahlen wir eine Knotenfolge 7 = ¢, ..., ¢ in ' mit

1. ¢ = Wurzel von I,

2. g = Blatt von T, '

3. @i+1 ist der Sohn von ¢;, dessen Teilbaum I'(¢;+1) die meisten punktierten Blitter enthalt
(i=1,..,r=1).

Wir erinnern uns, dafl jeder Knoten ¢ eines Baumes den Teilbaum seiner Nachfahren begriindet.

13



TI-Skript, Kapitel 2, March 19, 2005 2.4 Pumpinglemma, Ogdenlemma

e ¢; heifit Verzweigungsknoten in m, wenn beide S6hne Teilbdume mit punktierten Blattern be-
griinden (wenn unter beiden Séhnen Punkte liegen).

e ¢; heiit Linksverzweigungsknoten in m, wenn ¢; Verzweigungsknoten ist und ¢; 1 linker Sohn
von ¢; ist (d.h. wenn wir in 7 von ¢; aus nach links gegangen sind, weil der linke Sohn mehr
Punkte unter sich hatte.)

e g; heillt Rechtsverzweigungsknoten, wenn ¢; Verzweigungsknoten ist und ¢; 41 rechter Sohn von
q; ist.

Feststellung: 7 enthélt mindestens 2m + 3 Verzweigungsknoten.

Begriindung: In I liegen unter der Wurzel ¢; wenigstens k = 2213 Punkte. Laufen wir den Pfad
7 entlang, so liegen unter den erreichten Knoten immer weniger Punkte, bis zuletzt der Knoten ¢,_1
erreicht ist, der genau einen Punkt unter sich hat (némlich das punktierte Blatt g,.). Allerdings wird
sich die Punktzahl nicht verringern, wenn wir von einem Knoten, der nicht ein Verzweigungsknoten
ist, zu seinem Sohn weitergehen. Nur in Verzweigungsknoten wird sich die Punktzahl verringern, aber
auch da um hochstens die Halfte, da wir ja immer zum punktereicheren Sohn gehen. Da sich die
Punktzahl also in jedem Verzweigungsknoten hochstens halbiert, bendtigen wir wenigstens 2m + 3
Verzweigungsknoten um bei ¢,—; zu landen, der nur noch einen Punkt unter sich hat (man muf k
schon 2m + 3 -mal halbieren, um auf 1 zu kommen).

Wir betrachten nun die 2m + 3 letzten Verzweigungsknoten in 7 (also von unten gezéhlt). Unter
diesen kann es mehr Linksverzweigungsknoten oder mehr Rechtsverzweigungsknoten geben. Nehmen
wir den letzteren Fall an.(Im ersten Fall kann man analog argumentieren.) Dann gibt es also darunter
mindestens m + 2 Rechtsverzweigungsknoten. Seien pg, p1, ..., pm+1 die letzten m + 2 darunter (von
oben nach unten gezdhlt). Da wir nur m Variablen haben und alle Knoten bis auf die Blatter mit
Variablen bewertet sind, muf} es unter den m + 1 Rechtsverzweigungsknoten pi, ..., py11 Wenigstens
zwei geben, die dieselbe Variable tragen. Nennen wir sie p; und p; (mit 0 <4 < j < m + 1) und die
von ihnen begriindeten Teilbdume in I' entsprechend I'(p;) und F(pj) Die Front von f‘(pj) sei w, die
von I'(p;) sei v (sie umfaBt ja die Front von T'(p;) und schlieBlich seien 4, 3 die restlichen Teile von

1. Da p; zu den letzten 2m + 3 Verzweigungsknoten gehort, enthélt I'(p;) hochstens k = 22m+3
punktierte Blétter (enthielte dieser Teilbaum mehr Punkte, so miifite er auch mehr als 2m + 3
Verzweigungsknoten enthalten), und damit enthélt 0w hochstens k& Punkte.

2. Da pg Verzweigungsknoten ist, enthélt auch die Front des vom linken Sohn von py begriindeten
Teilbaums einen Punkt. Diese Front liegt aber in @, somit enthélt @ einen Punkt. (Wir haben
in m zwar den rechten Sohn gewahlt, weil der mehr Punkte unter sich hatte, aber auch der linke
Sohn hat wenigstens einen Punkt unter sich. Der Teil @ umfafit die Front dieses linken Sohns,
da v in der Front von p; liegt, also unter dem rechten Sohn von pg. Darum muf} @ also diesen
Punkt der unter dem linken Sohn von pg liegt, enthalten.)

Da p; Verzweigungsknoten ist und die Front des vom linken Sohn von p; begriindeten Teilbaums
in © liegt, enthédlt v einen Punkt (dieselbe Argumentation wie eben, wobei p; jetzt die Rolle von
po und p; die Rolle von p; spielt.)

3. Da p; Verzweigungsknoten ist, liegen in der Front « des von p; begriindeteten Teilbaums Punkte.

4. Ersetzen wir den Teilbaum I'(p;) durch den Teilbaum I'(p;), so erhalten wir einen Ableitungs-
baum Iy fiir uwz = wwway. Ersetzen wir umgekehrt in I' den Teilbaum I'(p;) durch den
Teilbaum T'(p;), so erhalten wir einen Ableitungsbaum Ty fiir das Wort uv?wz?y. Dies letztere
konnen wir wiederholt tun, sagen wir [-mal und erhalten einen Ableitungsbaum I'; fiir das Wort

w'lwaly.

Anmerkung 2.4.9
Wiirden wir nicht zwischen Linksverzweigungsknoten und Rechtsverzweigungsknoten unterscheiden

14
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und nur Verzweigungsknoten betrachten, so erhielte man die schwéchere Aussage, dafl w einen Punkt,
v oder & einen Punkt und @ oder ¢ einen Punkt hat, was der PE beziiglich der gepunkteten Symbole
entspricht.

Leider ist auch das Ogden-Lemma nicht umkehrbar. Auch hier gibt es Sprachen, die zwar die Ogden-
Figenschaft haben, aber dennoch nicht kontextfrei sind. Beim folgenden Beispiel nehmen wir vorweg,
dafl die Klasse CFL der kontextfreien Sprachen abgeschlossen ist unter Homomorphismus und GSM-
Abbildung und Schnitt mit reguléren Mengen.

Satz 2.4.10
Es gibt Sprachen mit der Ogdeneigenschaft, die nicht kontextfrei sind.

Beweis: Sei L C ¥* irgendeine nicht kontextfreie Sprache iiber ¥, die nicht die Ogdeneigenschaft
hat. Sei ¥/ = {d’ | a € ¥} eine Kopie von ¥ mit gestrichenen Symbolen. Definiere L’ vermoge:
w=aj..an € L= w' =b..b, € L', wo b; = a; falls i ungerade und b; = a] falls i gerade, d.h. jedes
zweite Symbol in w’ ist gestrichelt. Jetzt stehen keine zwei gleichen Symbole mehr nebeneinander.
Definiere L vermoge:

1. w/:al"'anGLI:>{CL1}+"'{CL”}+§E R
2. Sei a,b,c € (X UX) mit a # b, b # c und abe Teilwort von w € (X U X')*, so ist w € L. (steht
ein Symbol in w isoliert, so gehdrt w zu L).

Jedes Symbol in w’ wird beliebig wiederholt. Steht ein Symbol allein, so gehort das Wort ohnehin
zur Sprache. Man erhélt also die Worte von L aus denen von L, indem man erst jedes zweite Symbol
strichelt, und dann jedes Symbol vervielfacht (aufblést). Umgekehrt bekommt man jedes Wort von L
aus den Worten von Z, in denen kein Symbol isoliert steht, indem man die Wortteile, die aus demselben
Symbol bestehen, wieder zu einem Symbol schrumpft und die Striche entfernt.

L und L sind also leicht auseinander konstruierbar, sie sind sich sehr dhnlich. Da L nicht kontextfrei
war, ist auch L das nicht:

CFL ist abgeschlossen unter Homomomorphismus, GSM-Abbildung und Schnitt mit reguldren Mengen
(Beweis dafiir spéter).

1. Definiere FA M = (Q,X U X', 48, qo,{qo}) mit Q@ = {qa | a € XU X'} U{go} und

6= {(QOa a, QCL)a (Qaa a, Qa)7 (Qa7 a, QO) | a€ XU E/}
Sei R = L(M). Dann enthalt LN R alle Worte aus L, die keine isolierten Symbole haben.

2. Definiere GSM M’ = (Q', 2 UY,, X UX¥, ¢)) mit Q' = {¢)} U{q, | a € EUX'}, und
8 =1{(d),a,a,q,),(q,a,a,q,),(dsa,e,q,) | a#b, a,be ZUX}.
Ist g die GSM-Abbildung zu M’, so ist g(f NR)=1L".
3. Definiere Homomorphismus h auf (X U X')* vermoge h(a') = h(a) =a (a € X).

Dann ist L = h(L') = h(g(L N R)). Wiire nun L kontextfrei, so auch L. W!

Aber L hat jetzt die Ogdeneigenschaft, die L nicht hat (wir haben eben jedes Symbol pumpbar
gemacht): Wenn es keine isolierten Symbole gibt, kénnen wir jedes Symbol hinein- oder heraus-
pumpen. Gibt es ein isoliertes Symbol, so kénnen wir das auch tun, wenn wir nicht ausgerechnet das
einzige isolierte Symbol pumpen (heraus oder hinein). ]

Anmerkung 2.4.11

Das Pumping- und das Ogdenlemma ist also nicht umkehrbar. Daher benutzen wir diese Lemmata
gewohnlich in ihrer negativen Form: Um zu beweisen, dafl eine Sprache nicht kontextfrei ist, zeigen
wir, daf} sie nicht die Pumpingeigenschaft bzw. die Ogdeneigenschaft besitzt.
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Um zu zeigen, dafl die Sprache L nicht die Pumpingeigenschaft besitzt, geben wir also fiir alle £ € N
ein Wort z € L einer Lange von wenigstens k an, sodafl bei jeder Zerlegung z = uvwzy, die erlaubt
ist (vr # € und Jvwz| < k) das Pumpwort uvtwa'y fiir ein 4 € N nicht mehr aus L ist:

v 3 v 3 . w'lwa'y ¢ L.
keN zel  uvwz,yed 1N
lz| >k 2z =wwzy
lvwz| < k
vr # e

Zur besseren Anschauung kénnen wir das Pumpingspiel spielen, wir gegen einen Zweifler:

1. der Zweifler wahlt ein k € N.

2. Wir wahlen ein Wort z aus L von wenigstens der Léange k.

3. der Zweifler zerlegt unser Wort z in 5 Teile uvwzy, sodafl der Mittelteil nicht zu grof} ist
(lvwz| < k) und nicht beide Pumpstellen leer sind (vz # €).

4. Wir geben jetzt ein ¢ € N an. Liegt das i-fach gepumpte Wort uv'wz’y nicht in der Sprache L,
so haben wir gewonnen, der Zweifler muf3 aufgeben und einrdumen, dafl wir Recht hatten.

Genauso kénnen wir ein Ogdenspiel spielen, wenn wir zeigen wollen, dafl eine Sprache nicht die Og-
deneigenschaft hat:

v 3 3 v 3 cuvtwaly & L
keN zeLl kPktng 0,0, 4,9 € (SUD)* mit ieN
|z| >k Zvonz Z=daiwiy,
v hat hochstens k& Punkte und
u, v, w oder w, &,y haben je einen Punkt

2.5 Pushdown-Automat, Kellerautomat
2.5.1 Definitionen

Wir erweitern jetzt das Modell des finiten Automaten durch hinzufiigen einer besonderen Speicher-
struktur, die wir Keller oder Pushdown-Stack nennen wollen.

Die Menge ) der Zustande eines finiten Automaten kann man sich als Menge der speicherbaren Infor-
mationen vorstellen: jede dieser Informationen wird durch ein eigenes Symbol - das Zustandszeichen
- reprasentiert. Diese Informationsmenge ist aber fest vorgegeben und endlich, sie ist mit dem Auto-
maten gegeben und nicht durch den jeweiligen Input verédnderbar.

Der Kellerautomat oder Pushdown-Automat ist ein finiter Automat angereichert mit einer neuen, in
der Grofle nicht beschrankten Informationsmenge. Die neue Informationsmenge ist I'*, wobei I' ein
Alphabet ist. Hier besteht eine Information also nicht aus einem einzelnen Zeichen aus I'; sondern aus
einem im Prinzip beliebig langen Wort {iber T'.

Im Unterschied zu den Zustéanden ist allerdings der Zugriff auf diese Information eingeschrankt. Der
Automat kann nur das erste Zeichen des Informationswortes W € I'* sehen und es ist nicht moglich,
eine Speicherinformation aus I'* durch eine beliebige andere Information zu ersetzen - dies wiirde man
einen random access Zugang nennen - sondern die Information W € I'* kann in einem Schritt nur an
der linken Peripherie verandert werden: Das erste Symbol kann geloscht werden oder es kann vor das
erste Symbol ein weiteres Symbol gesetzt werden. Man kann sich vorstellen, dal das Wort W € I'*
einen Stapel aus Symbolen darstellt, das erste Symbol ist das oberste des Stapels, das letzte Symbol
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das unterste des Stapels. Gesehen werden kann immer nur das oberste Symbol des Stapels. Erlaubt
ist, das oberste Symbol des Stapels zu entfernen oder auf den Stapel ein weiteres Symbol zu legen.
Diese Vorstellung hat der Maschine den Namen gegeben: Stapel- oder Stack-Automat. Beim Keller
haben wir das Bild: Was zuletzt durch die Kellerluke eingekellert wird, wird als erstes entnommen
(last in - first out). Das ist aber gerade das Stapelprinzip.

Formal wollen wir das wie bei den Grammatiken durch Termersetzung ausdriicken: wir ersetzen jeweils
das oberste Symbol des Kellers - wir sagen auch: das Symbol an der Kellerspitze, das Topsymbol oder
das Spitzensymbol - durch ein Wort. Dabei stellen wir uns - der besseren Schreibweise wegen - den
Keller nach links gekippt vor, so dafl wir den Kellerinhalt durch ein Wort darstellen kénnen, dessen
erstes Symbol oben auf dem Keller sitzt, also Topsymbol des Kellers ist.

Hierdurch kénnen wir das oben Beschriebene erreichen: Wollen wir {iber das Topsymbol A ein Symbol
B setzen, so ersetzen wir A durch das Wort BA. Wollen wir das Topsymbol A 16schen, so ersetzen
wir es durch das leere Wort €. Umgekehrt kann man diesen Ersetzungsprozef - allerdings in mehreren
Schritten - auch durch die Operationen Entfernen und Auflegen simulieren: Ersetzen wir A durch
By --- By (B; wird neues Topsymbol), so ahmen wir dies nach durch die Operationsfolge: entferne A,
setze By auf die Kellerspitze, ..., setze By auf die Kellerspitze.

Um die beiden Speicher - Zustandsmenge und Keller- gleich zu behandeln, stellen wir uns den Zustand
als ein einelementiges Wort iiber dem Zustandsalphabet ) vor. Der Kellerautomat bekommt also drei
Informationen: das Inputsymbol, das Zustandsymbol und das Topsymbol des Kellers. Daraufhin
reagiert er, indem er das Zustandsymbol durch ein neues Zustandsymbol und das Topsymbol durch
ein Wort ersetzt. D.h. die Befehle des Kellerautomaten haben die Form (p,a, A,q, W) (Zustand,
Inputsymbol, Topsymbol, neuer Zustand, Ersetzungswort).

Der Verlauf einer Rechnung eines Kellerautomaten hangt von seiner gespeicherten Information ab, also
vom Zustand und vom Kellerinhalt. Geben wir auch noch an, welcher Input bisher gelesen wurde, so
nennen wir das eine Situation des Automaten. Der Kellerautomat befindet sich also in der Situation
(¢, w, W), wenn er im Zustand ¢ ist, bisher das Inputwort w gelesen hat und er im Keller das Wort
W stehen hat. In jedem Schritt dndert er seine Situation, wie, das gibt die Befehlsmenge an.

Definition 2.5.1 (Kellerautomat, Pushdown-Automat,NPDA)
Seien @, T endliche Alphabeten, ¥ C T', ¢p € , L € T" und 0 eine endliche Teilmenge aus @ x (X U
{e}) x T' x Q x T'*. Dann heiit die Struktur

M = (Qu Ea Fv 57 q0, —L)

(nichtdeterministischer, one-way) Pushdown-Automat (NPDA) oder Kellerautomat. Wir nennen @
die Menge der Zustande, T' das Kelleralphabet, > das Inputalphabet, ¢y den Startzustand, | das
Bodensymbol (Bottom-Symbol) des Kellers und ¢ die Befehlsmenge.

Wir nennen M einen deterministischen Pushdown-Automaten (DPDA), wenn es keine zwei Befehle
gibt, die dieselben beiden ersten Komponenten haben, und keinen e-Befehl, der mit dem Anfangszu-
stand eines anderen Befehls beginnt.

Menge der Situationen ist S = @ x ¥* x I'* (Zustand, gelesener Input, Kellerinhalt). Die Anderungen
der Situationen durch die Anwendung von Befehlen wird durch die Schrittrelation F aus S x S
beschrieben:

(¢, w, AW) & (¢, wa, VW) gdw. (¢,a,4,q,V) €9,

wobei ¢, € Q; ae X U{e}; weX*; AcTund V,W € I'.

Die Mehrschrittrelation F* ist die reflexive und transitive Hiille von F: s F° s, s F*"t1 s godw.
s F* s und s’ F s”, d.h. s F* §”, wenn s” in 0 oder mehr Schritten aus s hervorgeht. Eine Folge
S1, ..., Sp, nennen wir einen Lauf der Lange n von M, wenn s; k- s;41 fir alle i € {1,...,n — 1}. Ein
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w-Lauf von M ist ein Lauf, der mit der Startsituation (qo, e, L) beginnt und mit einer Situation endet,
in der kein Befehl mehr anwendbar ist (Stopsituation) und in der w in der 2. Komponente steht (das
gelesene Wort ist). Ist in dieser Stopsituation der Keller leer, so ist der w-Lauf akzeptierend (das
Wort w wird akzeptiert). Man beachte, dafi das Kriterium fiir Akzeptanz hier nicht ein erreichter
Endzustand ist, wie bei den finiten Automaten, sondern ein leerer Keller.

Die Sprache von M ist L(M) = {w € ¥* | (qo,&,Z) F* (q,w,¢) fiir ein ¢ € Q}. Ein Wort w ist also
genau dann aus L, wenn es einen akzeptierenden w-Lauf gibt.

Beispiel 2.5.2
NPDA fiir {a"b" | n € N}.

Befehle Ein Lauf
(1,e,1,1,¢) (L,e,1)
(1,a,1,1,A) (1,a,A)
(1,a,A,1,AA) (1,aa, AA)
(1,b,A,2,¢) (2,aab, A)
(2,b,A,2,¢) (2, aabb, ¢)

2.5.2 NPDA-Sprachen sind kontextfrei

Lemma 2.5.3
Zu jedem NPDA M existiert ein aquivalenter NPDA M’ mit nur einem Zustand.

Beweis: Der NPDA M’ muf} sich die Zustandsinformation (das Zustandssymbol) wohl oder iibel auf
seinem anderen Speicher - dem Keller - merken. Dies kann er tun, indem er das Zustandssymbol
noch zu dem Topsymbol an der Kellerspitze schreibt (d.h. das neue Topsymbol ist ein Paar aus
Zustandssymbol und altem Topsymbol). Solange M’ nur druckt, macht das kein Problem. Schwierig
wird es erst, wenn M’ 16scht: dann 16scht er ndmlich auch das aktuelle Zustandssymbol. Das Symbol
darunter, das jetzt sichtbar wird, und an dem wir das neue aktuelle Zustandsymbol erwarten, wird
es nicht enthalten, es sei denn, es ist damals mit dem jetzt erst aktuellen Zustandsymbol versehen
worden. Dies kann nur geschehen, wenn M’ damals das jetzt erst aktuelle Zustandsymbol geraten
hat. Eben dies soll M’ tun (M’ ist also nichtdeterministisch).

Allerdings taucht ein zweites Problem auf: Ist das Topsymbol (p, A) (aktueller Zustand, altes Top-
symbol) und der Input a und hat M den Befehl (p,a, 4, ¢, ). Dann mufl M’ das Topsymbol (p, A)
16schen. Es ist aber fiir M’ unméglich, beim Lesen von (p, A) schon zu wissen, ob unter der Keller-
spitze ein Symbol der Form (¢, B) mit dem richtigen aktuellen Zustand ¢ steht. Nach dem Loschen
des Topsymbols (p, A) aber liest M’ das neue Topsymbol (g, B), weifl aber nicht mehr, ob das jetzt
sichtbare ¢ der richtige aktuelle Zustand ist (M’ hat ja keine Moglichkeit, sich Information aulerhalb
des Kellers auch nur einen Schritt lang zu merken). Hier hilft die Tatsache, dal M’ beim Ersetzen des
Topsymbols gleich 2 Felder bedrucken kann und damit garantieren kann, dafl eine bestimmte Informa-
tion gleichermaflen auf beiden Feldern auftaucht. Die Symbole im Keller von M’ sind Tripel der Form
(p, A, r) (aktueller Zustand, altes Topsymbol, Zustand, den M erreicht, wenn er unter dieses aktuelle
Feld kommt). Ist (p,a, A, ¢, BC') ein Befehl von M, (p, A, r) das aktuelle Topsymbol von M’, so ersetzt
M’ dieses durch (q, B, s)(s,C,r). Jetzt kann M’ beim Lesen des Topsymbols (g, B, s) sehen, ob der
Befehl (g, a, B, s,e) anwendbar ist, weil M’ schon jetzt sieht, ob unter der Kellerspitze der korrekte
neue Zustand s verzeichnet ist.

Formal: Sei M = (Q,%,T,4,qo, L). Wir definieren M’ = ({1}, %,17,¢,1, L) mit I' = Q-T'-Q U {L}
und ¢ wie folgt:

1. (e, L,(qoLr)) € ¢’ fur alle r € @ (das Bottomsymbol wird in die Tripelform gebracht).
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2. (p,a,A,q,Br---B1) €6 (k>1),soist (a, (pAr), (¢Brqx) (@ Bxk—1qk—1) - - - (2 B1r)) € ¢’ fiir alle
Ty q2, ..., qx € Q. (fur jedes Kellerfeld - aufler dem untersten - wird der Zustand geraten, der von
M’ eingenommen wird, wenn M’ zum erstenmal wieder unter dieses Kellerfeld kommt)

3. (p,a,A,q,e) €6, soist (a,(pAq),e) € § (das Topsymbol wird geloscht, wenn der Folgezustand,
den M’ mit diesem Schritt einnimmt, auch ein Feld tiefer steht.)

Beispiel 2.5.4
NPDA fiir L = {a"b"*! | n € N}.

NPDA  (1,a,1,1,11) 1-Zust-NPDA (e, L, (111)) (e, 1,(112))
(1,b,L,2,¢) (a, (1L1), (1L1)(1L1)) (a, (111),(1L2)(211))
(2,b, 1,2, ¢) (a,(112), (1L11)(112)) (a, (1.12),(112)(212))
(b,(112),¢)
(b,(212),¢)

(Bei den Befehlen des 1-Zustands-NPDA lassen wir die Zustandskomponenten weg).

Satz 2.5.5
Jede NPDA-Sprache ist kontextfrei.

Beweis: Sei P = (Q,%,T',0,q0, L) NPDA (0.B.d.A.: P hat nur einen Zustand, kein Zeichen aus ¥
wird in den Keller geschrieben). Definiere CFG G = (I' — ¥, %, P, 1) fiir L(P) mit A — aV aus P
gdw. (a,A,V) € 0 (Die Linksableitung fiir w in G entspricht einem w-Lauf von P). ]

Beispiel 2.5.6
die CFG zu dem 1-Zustands-NPDA aus dem vorigen Beispiel:
€ —  (111) | (1L12)
(1L1) — a(1L1)(1L1) | a(1L2)(2L1)
(112) — a(1L1)(1L2) | a(1L2)(2L2) | b
(212) — b

2.5.3 Analyse kontextfreier Sprachen

Satz 2.5.7
Zu jeder CFG G = (N, T, P, S) existiert ein NPDA M, der dieselbe Sprache beschreibt.

Beweis: 1. Top-down-Analyse: Wir geben einen NPDA M = (Q,T,7 U N, 6, qo,S) an, der nach
den Regeln der Grammatik G aus dem Startsymbol S sein Inputwort ableitet. Dabei simuliert er eine
Linksableitung, er ersetzt immer das linkeste Nonterminal des Ableitungswortes. Ist das Topsymbol
eine Variable, so ersetzt er sie geméfl einer Regel, ist es ein Terminal, so tUberpriift er, ob es mit
dem momentanten Inputsymbol iibereinstimmt, ob es also gerade eingelesen wird. Nur dann kann
er es loschen und weitermachen. Der Keller wird also genau dann leer, wenn M nach und nach das
Inputwort erzeugt hat.

M braucht keine Zusténde, d.h. formal hat M nur einen Zustand (Q = {1}, ¢o = 1). Ist A — W eine
Regel aus P, so ist (e, A, W) aus § (M ersetzt in einem e-Schritt das Topsymbol, wenn es eine Variable
ist, gemaf der Regel). Auflerdem ist fir alle a € T noch (a,a,e) € 6 (M 16scht das Topsymbol, wenn
es mit dem gerade gelesenen Inputsymbol {ibereinstimmt). ]
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Beispiel 2.5.8

Regeln: S — aSb | ¢ Befehle: (,8,¢) Lauf: (e,9)

(€,5,aSh) (€,aSb)

(a,a,€) (a, Sb)

(b,b,¢) (a,aSbb)
(aa, Sbb)
(aa, bb)
(aab, b)
(aabb,e)

Beweis: 2. Bottom-up-Analyse. Wir geben einen NPDA M = (Q,7,N UT U {L},6,q,L) an,
der in seinem Keller aus dem Inputwort nach den Regeln der Grammatik G eine Rechtsableitung
riickwérts durchfiihrt, bis nur noch das Startsymbol S {iber dem Bodensymbol L steht. Immer wenn
der Anfang des Kellerwortes (von oben bzw. links gelesen) der rechten Seite einer Regel entspricht,
so kann M den Anfang loschen und durch die Variable der linken Seite dieser Regel ersetzen.

Am Anfang steht nur das Bodensymbol L im Keller. Zunéchst kopiert M den Beginn des Inputworts in
den Keller, bis M nichtdeterministisch entscheidet, daf} jetzt eine Regel riuckwérts ausgefithrt werden
kann. Hat M richtig entschieden, dann findet M die rechte Seite einer Regel am Anfang seines Kellers
und ersetzt sie durch die Variable auf der linken Seite dieser Regel. Ist die rechte Seite der Regel langer
als ein Symbol, braucht M natiirlich mehrere Schritte um diese rechte Seite im Keller zu 16schen.

Dann liest M wieder weiteren Input in den Keller, bis M wieder annimmt, dafl eine Regel riickwarts
ausfiihrbar sei. Ist das Inputwort aus der Sprache L(G), d.h. gibt es eine Rechtsableitung fiir dieses
Wort und hat M immer richtig geraten, so wird der Input irgendwann abgearbeitet sein und im Keller
nur noch S stehen. Dies kann nun M noch léschen, um den Keller leer zu machen. Damit hat M
das Inputwort akzeptiert.

Wir wéhlen also:

I':= NUTU{L} (im Keller kénnen Variable sowie Terminals stehen). Sei m die maximale Regellénge
von P. Q :={[W,A] | W € (NUTD)*,|W|<m, Ae N} U {[e],[S]} (M merkt sich im Zustand, welche
Regel er riickwarts ausfithren will, was er noch im Keller zu 16schen hat und was er am Ende dafiir
setzen will: W wird noch geloscht, und A wird am Ende auf den Keller gesetzt). Als Startzustand g
wéhlen wir [e].

0 definieren wir wie folgt:
(le],a, X, [e],aX) fiir alle a € T und X € I'. (Damit kopiert M Input in den Keller.)

Ist A— B;--- By aus P, soist ([e],e, X, [By--- B1,A],X) € 6 fir alle X € I". (M entschliefit sich fir
eine Regel. Beachte, dafl die Regel A — By --- By, fir k = 0 die Form A — ¢ hat.)

Hat M sich fiir eine Regel entschieden, so wird sie mithilfe folgender Befehle riickwérts ausgefiihrt:

([Cy---C1, Al e, CL[Cr—1 -+ - C1, A],e) mit k > 1 fir alle A,Cy,...,Craus T, 1 <1 <m
([e, Al e, X, [e], AX) fiir alle A, X € T.

Steht am Schlufl nur noch S1 im Keller, so kann M den Keller mit folgenden Regeln leeren

Beispiel 2.5.9
Regeln: S — aSb | e
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Befehle:
EE: Z: i,(” [[;:]]: Z ;{,()) } fiir alle X (liest Input in den Keller)
EE]” 5]”)8(7’ )[2’ [ﬂ: g())() }  fur alle X (ersetzt e durch S)
([e], &, X, [bSa, S], X)
([bSa, S],e,b,[Sa,S],e)
([Sa, S], e, S, [a, S, €) }  fur alle X (ersetzt bSa durch S)
([a,S],e,a,[e, S],€)
([, S],e, X, [e], SX)
(], e, S,[S], € :
(81,2, 1[5, ) } (SchluBroutine)
aabb-Lauf:
Start ([e], L)
lese a ([e],al)
lese a ([e], aa L)
simuliere S — ¢ ([e], SaaLl) (2 Schritte)
lese b ([e], bSaal)
simuliere S — aSb  ([¢], Sal) (mehrere Schritte)
lese b ([e], bSal)
simuliere S — aSb  ([g],S1) (mehrere Schritte)
16sche S ([S], L)
16sche L ([S],¢€)

Beispiel 2.5.10
Regeln § — S5 | aSb | bSa | €; Input w = aabbab

Die Rechtsableitung von w ist S, S.S, SaSb, Sab, aSbab, aaSbbab, aabbab

Der dazugehorige w-Lauf ist, der diese Rechtsableitung von hinten simuliert, ist:

Start ([e], L)

lese a ([e],aLl)

lese a ([e], aal)

sim S — ¢ ([e], Saal)

lese b ([e], bSaal)

sim S — aSb  ([¢], Sal) mehrere Schritte
lese b ([e],bSal)

sim S — aSb  ([g],S1)

lese a ([e],aSL)

sim S — ¢ (], SaSL)

lese b ([e],bSaS 1)

sim S — aSb ([¢],SSL) mehrere Schritte
sim S — 5SS ([¢g],S1)

16sche S ([S], L)

16sche L (], €)

Anmerkung 2.5.11

Obwohl die Top-down-Analyse gedanklich néher liegt, sind die Syntaxanalyseverfahren der modernen
Compiler alle Bottom-up. Da der Compilierungsprozefl schnell gehen soll, bedient man sich besonders
einfach zu analysierender Grammatiken, der LL(k)- und der LR (k)-Grammatiken.
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Die Sprachen von LL(k)-Grammatiken kann man mit einem look-ahead von k& Inputsymbolen deter-
ministisch top-down analysieren. Die von LR(k)-Grammatiken kann man mit einem look-ahead von
k Inputsymbolen deterministisch bottom-up analysieren.

Kontextfreie Sprachen heiflen deterministisch, wenn sie von deterministischen Kellerautomaten (DPDA’s)
mit Endzustand erkannt werden. Fiir jede deterministische kontextfreie Sprache (DCFL) kann man
eine LR(1)-Grammatik angeben. Aber es gibt DCFL’s, fiir die es fiir kein k eine LL(k)-Grammatik gibt
(z.B. alle inhérent mehrdeutigen (ambiguous) Sprachen oder die Sprache {a™0b" | n € N }U{a"16?" |

n € N;y}). Ja man kann nicht einmal entscheiden, ob es zu einer gegebenen CFG fiir ein festes k
iberhaupt eine dquivalente LL(k)-Grammatik gibt.

Heutzutage werden die meisten imperativen Programmiersprachen durch LR(1)-Grammatiken be-
schrieben. Der Compiler-Generator YACC (yet another compiler compiler) beruht auf der LR(1)-
Syntaxanalyse.

2.5.4 Der CYK-Algorithmus

Die oben beschriebenen Analyseverfahren sind sehr schnell (sie konnen in Linearzeit laufen) und
benotigen wenig Speicher (nur linearen Speicherplatz), sind aber nichtdeterministisch. Wir suchen aber
ein deterministisches Verfahren, das alle (nichtdeterministischen) kontextfreien Sprachen analysiert.
Hier stellen wir ein deterministisches Verfahren von Cocke, Younger, Kasami vor, das bei Vorgabe
einer CFG G ein Wort w der Linge n in n® Zeit und n? Speicherplatz analysiert. (Fiir deterministische
kontextfreie Sprachen gibt es bessere Verfahren, die auf Turingmaschinen in n?/ log? n Zeit und log®n
Platz laufen oder allgemeiner in einem Zeit-Platz-Produkt von n?, auf Maschinen mit random access
input in Zeit n**¢ und Platz logZ n bzw. in linearer Zeit und Platz ne.)

Problem: Gegeben sei eine CFG G = (N, T, P,S) (0.B.d.A. in CNF) und ein Wort w € ¥*. Wir
fragen: ist w € L(G)?

Lésung 1: Probiere alle Ableitungen durch.

Zeitaufwand: Ist |w| = n, so haben die Ableitungen fiir w die Lange n, wenn man von den Terminal-
regeln absieht. Gibt es bis zu r Regeln mit gleicher linker Seite, so gibt es bis zu r™ viele Ableitungen
dieser Lange, d.h. der Zeitaufwand dieses Verfahrens ist exponentiell.

Losung 2: Sei w = aq - - - ap,. Jede Ableitung ist von der Form S+ AB ¥ a1 - agagy1 -+ - ap, wo A F
aj---ag, und B ¥ agyq - - an. Wir untersuchen alle diese Moglichkeiten fiir alle A, B mit S — AB aus
P und alle k € {1,...,n}. Die dadurch entstehenden Teilprobleme A ¥ ag - --ag, und B ¥ agiq - - an,
werden genauso behandelt, d.h. selbst wieder auf alle m&glichen Weisen geteilt und die so entstandenen
Subprobleme untersucht. Dies wird rekursiv solange weiterverfolgt, als eine Teilung noch méglich ist.
In der ersten Rekursionsstufe sind n — 1 Teilungen moglich, in der zweiten Rekursionsstufe fiihrt die
Teilung an der Stelle ¢ zu ¢ — 1 verschiedenen Teilungen des ersten Teils und n — ¢ — 1 verschiedenen
Teilungen des zweiten Teils, usw.

Zeitaufwand: Das Grundproblem S ¥ a1 - - - axagy1 - - - ap wird in zwei Teile von ahnlicher Form zerlegt
AFay---a, und B agqq---an. Um das Grundproblem zu 16sen, losen wir die beiden Teilprobleme
und zwar fiir jede mogliche Zerlegung. Es gibt n — 1 mogliche Zerlegungen des Wortes ag - - - a,, und
fiir jede Zerlegung bis zu r viele Wahlen von A und B, wenn r die maximale Zahl von Regeln mit
gleicher linker Seite ist. Wenn T'(n) der Zeitaufwand ist, der benétigt wird, um eine Frage der Form:
gilt C' ¥ w? fiir ein beliebiges C' € N und ein Wort w der Lange n, so bekommen wir folgende
Ungleichung:

n—1

T(n) =) (T(i)+T(n—1)

=1
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Da T'(i) +T(n —i) > T(%), folgt daraus T'(n) > n - T'(%). Damit ist aber

T( ) - n n nlogn nlogn - nlogn nlogn log 1
n n-—--- = — = = n 2
- 2 2logn 920+...4+logn 2%(10g2 n—logn) — 2% log? n n% logn

Der Zeitaufwand zwar kleiner geworden, aber immer noch gréfler als jedes Polynom.
Losung 3: (Cocke, Younger, Kasami)

Im Losungsansatz 2 haben wir dasselbe Problem mehrmals gelost: Sei w = a1 ---a;---ag---ay, und
A — BC eine Regel fiir ein B, so wird das Problem A F a4 ---a; gelost, wenn die Teilung an der
Stelle i geschieht, aber noch einmal, wenn die Teilung an der Stelle k& geschieht, und zur Losung des
Problems A ¥ aq -- - a; - eine Rekursionsstufe tiefer - das Wort aq - - - a wieder an der Stelle i geteilt
wird. Da dies fiir alle k € {i + 1,...,n} passiert, kommt dasselbe Problem also schon in der zweiten
Rekursionsstufe (n —i —1)—mal vor. In der dritten Rekursionsstufe wiederholt sich das Problem noch
ofter, usw.

Um das wiederholte Losen immer desselben Problems zu vermeiden, 16sen wir alle moglicherweise
vorkommenden Probleme im voraus - aber nur einmal - und merken uns die Ergebnisse. Diese
Vorgehensweise nennt man “Dynamisches Programmieren”. Man zahlt den Preis des hohen Spei-
cheraufwands und der Losung moglicherweise gar nicht benotigter Probleme, gewinnt aber die Sicher-
heit, kein Problem zweimal 16sen zu miissen. Dieser Preis zahlt sich aus, wenn - wie hier - absehbar
ist, da} die Zahl der Wiederholungen sehr grof} ist.

Wir speichern die Ergebnisse in einer n x n - Matrix 1" ab, wobei das Feld T; ; alle Variablen aus N
enthalt, aus denen das Teilwort a; - - - a; ableitbar ist, also

Tij={AlAF ai---a;} (i,j €{1,...n}, i <j).

Ist [j —¢] > 1, und A € T}, so mufl es eine Regel A — BC geben und ein k € {i,...,j — 1}, soda8
BFa;---a,und CF agpq---aj, dh. Be€ T, und C € Tjyq ;. Fiir j > i+ 1 ist also

j—1
T, =|J{A€N|3IB,CeN:A— BCaus P, B€ T, und C € Tpp1;}.
k=1

AuBerdem gilt S ¥ ay---a, gdw. S € Ty .

Auch ohne die konkrete Implementierung dieses Verfahrens zu kennen, kénnen wir den Zeitaufwand
schon abschatzen: Die Matrix 7" hat %n2 Eintrage T; ; (Nur die obere Hélfte iiber der Diagonalen wird

gefiillt). Zur Berechnung eines Eintrags T; ; greifen wir auf 2(j — ¢) andere Eintrage T; ; und Ty

zu. Da j — i <n —1 < n, sind dies hochstens %2 - 2n = n? Zugriffe. Also Zeit ist proportional zu n3.

Zur Implementierung: Uns interessiert nur das Feld 77, der Matrix. Dennoch miissen wir dazu
alle Felder berechnen. Wir berechnen die Felder Diagonale fiir Diagonale. Wir beginnen mit der
Hauptdiagonalen (der 0-ten Nebendiagonalen) (T;; | i = 1,...,n): das ist einfach und kostet n Schritte.
Dann beginnen wir mit der ersten Nebendiagonale dariiber und zwar nacheinander von Zeile 1 bis Zeile
n—1. Angenommen wir haben die Felder der ersten [ —1 Diagonalen berechnet und von der Diagonalen
[ auch schon die ersten —1 Felder. Als néchstes wollen wir das Feld 7 in Diagonale [ berechnen, d.h. das
Feld T; ;, wobei j = [ +i. Um das Feld T; ; zu berechnen, beniitzen wir zwei Pointer. Mit dem einen
laufen wir in der Zeile ¢ von Feld ¢ bis Feld j — 1 und mit dem anderen gleichzeitig synchron in der
Spalte j von Feld ¢+ 1 bis Feld 5. Man beachte, dafl wir bei unserem Vorgehen diese Felder alle schon
berechnet haben, sie liegen alle links bzw. unter dem Feld 7T ;, also in einer der frither berechneten
Diagonalen. Zur Berechnung des Feldes T; ; laufen wir also mit unseren Pointern je tiber j — ¢ Felder.
Dies machen wir bis zur (n — 1)-ten Nebendiagonalen, die nur noch aus dem Feld T ,, besteht.

Das fiihrt zu folgendem Algorithmus:
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for i=1 to n do T(i,i) ={A| A — a;};
for [=1 to n—1 do begin
for i =1 to n—1 do begin
ji=1+1 T(,j5) =0
for k=14 to j—1 do begin
T@,j)=T@G,j)U{A|A— BC, BeT(i,k), CeT(k+1,j)}
endfor
endfor
endfor

Beispiel 2.5.12

w = baaba
Regeln: Matrix: b a a b a
1 2 3 4 5
S — AB|BC 11 B| S A — - | A8 C
A — BAJa 2 AC| B B | 5AC
B — CCI|b 3 A C | S, C B
C — AB]|a 4 B S, A
5 AC

Wir finden: S € T'(1,5), also ist w € L(G)

Anmerkung 2.5.13 (Im Vorgriff auf Kapitel 3)
Wir kénnen diesen Algorithmus auch auf einer Turingmaschine implementieren: Auf Band 1 schreiben
wir die sich verkiirzenden Zeilen der Matrix T :

THL2HI23H o evve e HLoeeennn n#t
Um T; ; zu berechnen lauft der Kopf auf Band 1 im i-ten Block #¢--------- n# von ¢ bis j—1 synchron
mit dem Kopf auf Band 2 im j-ten Block #1--------- j# von ¢ + 1 bis j, und legen das Ergebnis auf

jedem Band ab, und zwar auf Band 1 in Block i auf Feld j (das ist das Feld hinter dem zuletzt
erreichten Feld) und auf Band 2 in Block j auf Feld i (das ist das Feld vor seinem Startfeld, hier muf}
der Kopf nochmal ein Stiick zuriicklaufen). Das néchste Feld in der Diagonale ist Tj41 j+1. Also gehen
die Kopfe einfach weiter in Block 7 + 1 bzw. j 4+ 1. D.h. um eine Diagonale zu berechnen laufen die
Kopfe jeweils einmal iiber ihr Band (Kopf 2 lduft hochstens das 3-fache der Bandldnge), legen also
einen Weg von weniger als 3n? Feldern zuriick. Fiir alle n Diagonalen benétigt die Turingmaschine
also hochstens 3n3 Schritte.

2.6 Abschlu3eigenschaften der kontextfreien Sprachen

2.6.1 Regulare und Boolesche Operationen und Homomorphismen.

Notation 2.6.1
Die Klasse der kontextfreien Sprachen bezeichnen wir mit CFL .

Satz 2.6.2
CFL ist abgeschlossen unter den Operationen Vereinigung, Konkatenation, Sternbildung und Homomor-
phismus.
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Beweis: Sind G; = (N;,T,P;,S;) (i = 1,2, 0.B.d.A. Ny, No, T paarweise disjunkt) die CFG’s fiir
die CFL’s L; und La, so ist G = (N, T, P,S) die Grammatik fiir Ly U Lo, Ly - Ly bzw L7, wenn
N = N; U No, S¢N1UN2UT, P=P1UP2UP/, wobei

P = {S—>51‘SQ} bei U ,
{8 — 515} bei -,
{S— SS|S1]e} Dbei*.

Ist h ein Homomorphismus, so wird die Sprache h(L;) durch die Grammatik Gy, = (Np, T, Py, S1)
erzeugt mit N, := NU{C, | a € T}, P, := P"U{C, — h(a) | a € T}, wo P” aus P entsteht,
indem man in allen Regeln von P die Terminals a durch die zugehorigen neuen Variablen C, ersetzt. m

Satz 2.6.3
CFL ist nicht abgeschlossen unter den Operationen Schnitt und Komplement.

Beweis: {a'b'¢/ | i,j € N3} N {a'd’cd | i,j € Ny} = {a"b"c™ | n € Np} ist der Schnitt zweier
kontextfreier Sprachen, selbst aber nicht kontextfrei. Wegen AN B = AU B kann CFL dann auch
unter Komplement nicht abgeschlossen sein. ]

2.6.2 Produktautomat

Fiir das weitere ist es hilfreich den uns von den finiten Automaten her geldufigen Akzeptierungsbegriff
durch Endzustand auch fiir NPDA einzufithren. Die NPDA’s, wie wir sie bisher betrachtet haben
akzeptieren durch leeren Keller, d.h. ein Inputwort gilt als erkannt, wenn der Keller des NPDA’s leer
wird (und der NPDA damit stoppt, da kein Befehl anwendbar ist, wenn der Keller leer ist). Genauso
gut hatten wir dem NPDA aber auch eine Menge von Endzustdnden geben und erkléren konnen, dafl
ein Inputwort erkannt ist, wenn der NPDA eine Situation mit Endzustand erreicht. Dieses Modell
ist geeigneter, wenn wir einen NPDA mit einem FA koppeln wollen, z.B. als Produktautomaten. Wir
fihren als nachtraglich ein:

Definition 2.6.4 (Kellerautomat mit Endzustinden)
Seien Q,T" endliche Alphabeten, X C T, g9 € Q, FF C Q, 1€ T, § eine endliche Teilmenge von
Q x (XU{e}) x T x @ x I'*. Dann heifit die Struktur

M = (Q727F757QO7—]—?F)

Kellerautomat mit Endzustinden. Wir nennen () die Menge der Zustande, T' das Kelleralphabet, 3
das Inputalphabet, go den Startzustand, | das Bodensymbol, F' die Menge der Endzustédnden (oder
akzeptierenden Zustidnde) und § die Befehlsmenge.

Die Sprache von M ist L(M) = {w € ¥* | (qo,&, L) F* (¢,w, V) fiir ein ¢ € F und ein V € I'"*}.

Lemma 2.6.5
Zu jedem NPDA (der mit leerem Keller akzeptiert) existiert ein dquivalenter Kellerautomat mit Endzu-
standen und umgekehrt.

Beweis: =>: Sei P = (Q,%,T,6, qo, L) ein NPDA (der mit leerem Keller akzeptiert). O.B.d.A. druckt
und iiberschreibt M das Bodensymbol | nie. Wir definieren einen zu M &quivalenten Kellerautomaten
mit Endzustdnden K = (Q U {f},%,T,¢,qo0, L, {f}) wie folgt:

Ersetze jeden Befehl (p,a, L,q,e) von P (p,q € Q, a € ¥ U {e}) durch den Befehl (p,a, L, f,e) (f ist
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ein neuer Zustand, der einzige Endzustand). Beim Leeren des Kellers geht K in seinen Endzustand f
iiber.

<—: Sei K = (Q,%,T,9,q0, L, F) ein Kellerautomat mit Endzusténden. Wir konstruieren einen
dquivalenten NPDA P = (QU {f},%,T,¢,qo, L) (der L(K) mit leerem Keller akzeptiert). Fiir jeden
Endzustand ¢ € F fiige zu 0 noch folgende Befehle hinzu: (¢,¢, X, f,¢) fiir alle X € I', d.h. in einem
Endzustand kann P den Zustand spontan in den neuen Zustand f wechseln. Auflerdem seien in ¢’
noch folgende neue Loschbefehle (f,e, X, f,e) fir alle X € T', d.h. in diesem neuen Zustand f 16scht
P den Keller bis er leer ist, ohne weiteren Input zu lesen. ]

Satz 2.6.6
CFL ist abgeschlossen unter Schnitt mit regulren Sprachen.

Beweis: Sei R eine reguldre Sprache und L € CFL. Sei M = (Q, %, 0, qo, F') ein finiter Automat
(ohne e-Befehle) fiir R, und K = (Q',%,T', 0k, q)), L, F’) ein Kellerautomat mit Endzustdnden fiir
L. Wir konstruieren einen Kellerautomaten P mit Endzustédnden, der die Worte akzeptiert, die von
beiden Automaten M und K akzeptiert werden. Diese Konstruktion kennen wir schon aus dem ersten
Kapitel: der Produktautomat simuliert sozusagen parallel die Rechnungen beider Maschinen. Wir
definieren den Produktautomaten von M und K wie folgt:

P=MxK=(QxQ,%T,6p,(q,q)), L, F x F') mit
((pap/)’aaAa (Q7q/)’ V) € 6P gdW (pa CL,Q) € 5M und (p,aa’Aaq/,V) € 5K

fir alle p,g € Q; p',¢ € Q'; a € X; AeT, V eTI* Damit der finite Automat auf den Kellerauto-
maten wartet, falls der noch spontane Befehle (ohne Input) ausfiihrt, seien auflerdem noch folgende
Befehle aus dp : ((p,p), e, A, (p,¢"),V) € 0k fur alle p € Q, falls (p',e,A,¢",V) € dk. [

Satz 2.6.7
CFL ist abgeschlossen unter inversem Homomorphismus.

Beweis: Sei L eine CFL, M = (Q,%,I,0,s,Z, F) ein NPDA mit Endzustdnden fiir L und h ein
Homomorphismus. Esist h~!(L) = {w € ¥* | h(w) € L}. Die Idee fiir einen NPDA mit Endzustinden
M = (Q,%,T,8,(s,¢), Z, F') fiir h~1(L) ist folgende: Liest M’ den Input a, so notiert M’ sich h(a)
in der Kontrolleinheit und arbeitet h(a) ab, als ob dies der Input wére.

Zunichst seien also fiir alle a € ¥ die Befehle ((¢,¢),a,X, (g, h(a)),X) aus § (fir alle ¢ € @ und
X € T'). Damit speichert sich M’ das Bild h(a) des Inputsymbols a im Zustand. Zur Abarbeitung
dieses Bildes habe M’ fiir jeden Befehl (p,a, A,q,V) aus ¢ die Befehle ((p,aw),e, A, (¢,w),V) aus
& (fur alle w € ¥* mit |w| < max{|h(a)| | a € X}). Die Zustandsmenge von M’ ist also Q" = {(q,w) |
g €Q, we X mit |w| <max{|h(a)||a € X}}. Desweiteren darf M’ nur akzeptieren, wenn das zum
letzten gelesenen a in der Kontrolleinheit notierte h(a) vollstdndig abgearbeitet ist. Deshalb setzen
wir F' .= {(p,e) | p € F}. [

Satz 2.6.8
CFL ist abgeschlossen unter inverser GSM-Abbildung.

Beweis: Sei M = (Qu, %, %, 00, q0) eine GSM fiir die GSM-Abbildung g : ¥* — ¥* und
K = (Qk,%,T,0k,qK, L, Fi) ein Kellerautomat mit Endzustédnden fiir L. Gesucht ist ein Keller-
automat K’, der die Sprache ¢g71(L) = {w € ¥* | g(w) € L} erkennt. Wie beim inversen Homomor-
phismus ist die Idee: Liest K’ ein Inputsymbol a, so wandelt er es in das Bild unter g und simuliert
nun K auf diesem neuen Input. Anders als beim Homomorphismus ist das Bild von a abhéngig vom
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Zustand der GSM M, die also parallel zu K auf dem eingelesenen Inputwort mitlaufen mufl. Damit
bendétigen wir eine Produktautomatenkonstruktion:
K' = (QM X QK X G, E, F, 5/, (qM,qK,E), J_, QM x Fg X {8}) mit
G =A{we ¥ | |w| <max{|v| | (p,a,v,q) € 0rp (a € E; p,q € Qur)}} und
((p,q,€),a,X,(p,q,v),X) € fiir alle ¢ € Qx, X €T, falls (p,a,v,p’) € dn
(K’ liest a und schreibt das gegenwértige Bild von a unter M in seinen Zustand),
((p,q,bu), e, A, (p,q',u), V) €' fiir alle p € Qpr und bu € G mit b € X U {e}, falls (¢,b, A, ¢, V) € ok
(K’ simuliert K auf dem im Zustand gespeicherten Bild seines Inputsymbols a). ]

Satz 2.6.9
CFL ist abgeschlossen unter GSM-Abbildung.

Beweis: Sei M = (Qur, 2, 3,00, qn) eine GSM fiir die  GSM-Abbildung g : ¥* — ¥* und
K = (Qk,%,T,0k,qK, Frx) ein Kellerautomat mit Endzustianden fiir L. Gesucht ist ein Keller-
automat K’ fiir die Sprache g(L) = {g(w) | w € L}. Die Idee ist folgende: K’ liest ein Stiick seines
Inputs - sagen wir by - - - b, - speichert ihn in seinem Zustand, rat ein Symbol a als Urbild von by - - - by,
iiberpriift, ob das Bild von a unter der GSM M, die parallel mit simuliert wird, gerade by - - - b, ist,
und simuliert, wenn alles stimmt, den Kellerautomat K auf diesem Input a.
Der Produktautomat, der dies leistet ist:
K'=Qux Qg xG, X, T, ¥, (qu,q5,¢), Qum X Fix x {e}) mit
G={weX*||w| <max{|v| | (p,a,v,q) € dp (a € X; p,q € Qrr)}} und
((p,q,u),b, X, (p,q,ub), X) € d firallepe Qu, € Qkg, ube G, bex, X el

(K’ liest ein Stiick seines Inputs und speichert ihn in seinem Zustand),
((p,q,u),e, A, (p/,q,¢e), V), falls (p,a,u,p’) € dpr und (q,a,A,q', V) € 0x

(K’ simuliert K auf a, wenn das im Zustand gespeicherte Stiick Input Bild von a unter M
ist),
((p,q,€),e, A, (p,q,¢),V), falls (¢,e,A,q',V) € dk

(K macht eine e-Bewegung, M bleibt stehen). |

Aufgabe 2.6.10
Zeigen Sie mithilfe dieser Sétze, dafl die erste Sprache aus Beispiel 2.4.4 nicht kontextfrei ist.

2.6.3 AFL [Erginzung]

Definition 2.6.11
Eine Klasse von Sprachen, die nicht leer ist und auch nicht nur die leere Sprache enthéalt heif3t

e Zylinder, wenn sie unter inversem Homomorphismus und Schnitt mit reguliaren Mengen abge-
schlossen ist (h~!,NR),

e full Trio (Kegel), wenn sie unter Homomorphismus, inversem Homomorphismus und Schnitt
mit reguliren Mengen abgeschlossen ist (h, h™',NR),

e full AFL, wenn sie zudem unter Vereinigung, Konkatenation und e-freier Iteration abgeschlossen
ist (U,-,7,h,h~Y NR),

Definition 2.6.12

Eine Sprache Ly aus einer Sprachklasse £ heifit full-Trio-Generator von £, wenn sich jede Sprache
L € L aus Lo mit Hilfe der Trio-Operationen Homomorphismus, inverser Homomorphismus und
Schnitt mit reguliren Mengen (h, h~!,NR) erzeugen lift.
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Anmerkung 2.6.13
Damit haben wir gezeigt, dal CFL ein full-AFL ist. Wir werden unten zeigen, da Dy (Dyck-Sprache
vom Grad 2) ein full-Trio-Generator von CFL ist.

2.7 Homomorphiesatz der kontextfreien Sprachen

Definition 2.7.1 (Dyck-Sprache D, vom Grade r)
Sei ¥, = {a1,...,ar,b1,...,b,} mit paarweise einander zugeordneten Symbolen (a;,b;). (Wir kénnen
uns 7 Klammertypen vorstellen mit jeweils 6ffnenden und schlieBenden Klammern)

Definition der Worte von D,. iiber den Aufbau:

1. das leeere Wort ¢ ist in D,
2. sind die Worte u, v in D,, so sind auch die Worte uv und a; u b; fur alle i < r in D,
3. keine anderen Worte sind in D,..

Aus dieser induktiven Definition kénnen wir einfach eine CFG G = ({S}, ¥,, P, S) entwickeln, die D,
erzeugt, wobei P = {S — a;5b; | SS |e,woi=1,...,r}.

Anmerkung 2.7.2

Fine mehr algebraische Moglichkeit, die Worte aus D, zu beschreiben, ist, sich die schliefende Klam-
mer eines Typs als die (bzgl. der Konkatenation) Inverse der offnenden Klammer desselben Typs
vorzustellen. Dann besteht D, gerade aus den Worten, die zu € werden, wenn fiir jeden der r Klam-
mertypen folgende Gleichung gilt: () = ¢, genauer: a;b; =¢ (i =1,...,r).

Wir sagen auch: D, ist die Menge der korrekten Klammerausdriicke iiber » Klammertypen. So ist
etwa das Klammer-Wort [ () ] () aus D2 , aber nicht die Worte: ([)] () und ) [ ] (.

Anmerkung 2.7.3

Man kann sich unter einem korrekten Klammerausdruck aus D, auch einen orientierten binidren Baum
mit Knoten vorstellen, die durch Labels aus {1, ...,7} bewertet sind: Jeder Knoten entspricht einem
Klammerpaar, das die S6hne des Knotens umklammert.

Das Durchlaufen des Klammerausdrucks von links nach rechts entspricht einem depth-first-Durchlauf
durch den Baum: Erreichen einer offenen Klammer entspricht dem ersten Besuch des entsprechenden
Knotens, den man von oben erreicht und von dem aus dann der linke Sohn (der einzige Sohn, falls es nur
einen Sohn gibt) angelaufen wird. Das Erreichen der zugehorigen geschlossenen Klammer entspricht
dem letzten Besuch des entsprechenden Knotens, der jetzt von unten angelaufen wird, nachdem der
unter ihm liegende Teilbaum abgearbeitet worden ist und von dem aus der Vater angelaufen wird.

Beispiel 2.7.4 i
Der Klammerausdruck mit den 7 Klammertypen () (i =1,...,7)

—~~ =

1 45 5 4 26 7 6 3 45 5 445 5 4326776 1
cCceH)y)yccc)y)ycccHryyccyryy)y)y o))
entspricht einem orientierten, bindren, knotenbewerteten Baum der Hohe 4.

Satz 2.7.5 (Homomorphiesatz fiir kontextfreie Sprachen)
Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es Homomorphismen g und A und einen reguléren Ausdruck R, so
daB L = g(h~1(D2) N R).

Zum Beweis dieses Satzes fithren wir noch einmal eine veranderte, aber dquivalente Form des Pushdown-
Automaten ein, den Push-Pop-Automaten:
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Definition 2.7.6 (Push-Pop-Automat)

Seien @ (Zustandsmenge), ¥ (Inputalphabet) und I' (Kelleralphabet) Alphabete, gy € @ (Startzus-
tand), F' C @ (Endzustandsmenge), OP = {Push A,Pop A | A € I'} U {nop} (Operatormenge) und
dCQxXU{e} x OP x@ (Befehlsmenge), dann heifit die Struktur

M = <Q727F70P757q07F)

Push-Pop-Automat (PPA). Die Situation eines PPA wird wie bei den anderen Varianten beschrieben
durch ein Tripel (¢, w, W) C @ x ¥* x I'* (Zustand, gelesener Input, Kellerinhalt). Die Einschrittre-
lation F wird definiert durch:

(p, w, W) F o (q,wa, BW) falls (p,a,PushB,q) €4,
(p,w,BW) F (qwa,W)  falls (p,a,PopB,q) €,
(p, w, W) (g, wa, W) falls  (p,a,nop,q) € 0.

M akzeptiert genau dann, wenn der Keller in einem Endzustand leer wird. M heifit bindrer PPA,
wenn |I'| = 2.

Aufgabe 2.7.7
Zu jedem NPDA existiert ein dquivalenter PPA und umgekehrt.

Aufgabe 2.7.8
Zu jedem PPA existiert ein dquivalenter bindrer PPA. [Hinweis: kodieren Sie die Kellerinhalte binér]

Beweis: (des Homomorphiesatzes): Sei also L eine CFL und M = (Q, X%, {A.B},0P,d,qo, F) ein
bindrer PPA, der L erkennt. Zun&chst definieren wir den Homomorphismus h, der auf Befehle ange-
wandt wird und dort die Operation herausfiltert und in Form einer Klammer abbildet (offene Klammer
fiir Push, geschlossene fiir Pop)

A A B B
hvon (@ xXU{e} xOPxQ)* — { (,), (, )} vermoge:
X
h(p,a,push X, q) = (,
X
h(p,a,pop X,q) =),
h(p,a,nop, q) =€ (X € {4, B}).

Ist W aus Ds so ist h=1(W) die Menge aller Befehlsfolgen, deren Kelleroperationen durch die Klam-
mern von W beschrieben werden. Da W ein korrekt geklammerter Ausdruck ist, ist die Folge der
Kelleroperationen ebenfalls korrekt, d.h. im Keller wird nur geloscht, was zuvor an dieser Stelle
gedruckt worden ist. h~1(Ds) enthilt also alle kellerkorrekten Befehlsfolgen.

Von einer korrekten Befehlsfolge erwarten wir allerdings, dafl sie nicht nur kellerkorrekt ist: es sollen
auch die Zustdnde zusammenpassen, d.h. hat ein Befehl der Folge den PPA M in einen Zustand
q gebracht, so soll der nachfolgende Befehl, mit diesem Zustand beginnen (sonst wére er ja nicht
anwendbar). Wir schneiden uns aus der Menge h~!(Ds) der kellerkorrekten Befehlsfolgen also die
heraus, die auch noch zustandskorrekt sind. Die zustandkorrekten Befehlsfolgen beschreiben wir
durch eine regulare Sprache R.

Dazu konstruieren wir uns einen finiten Automaten F', der alle Worte (alle Befehlsfolgen) aus
(Q@ x XU {e} x OP x Q)* erkennt mit

1. alle Befehle sind aus 6,
2. der erste Befehl beginnt mit dem Startzustand von M,
3. jeder andere Befehl beginnt mit dem Zustand, mit dem der vorhergehende Befehl endet,

29



TI-Skript, Kapitel 2, March 19, 2005 2.7 Homomorphiesatz der kontextfreien Sprachen

4. der letzte Befehl endet mit dem Endzustand von M.

R sei nun die Sprache von F. Dann ist h~'(D2) N R die Menge aller keller- und zustandskorrekten
Befehlsfolgen mit Befehlen von M, d.h. also aller Befehlsfolgen von M, die eine korrekte akzeptierende
Folge von Situationen (einen akzeptierenden w-Lauf fiir ein w € ¥*) von M produzieren.

Jetzt bendtigen wir nur noch einen Homomorphismus ¢, der uns aus einem akzeptierenden w-Lauf
den Input w herausfiltert, d.h. jeden Befehl einer korrekten Befehlsfolge von M auf sein Inputsymbol
abbildet:

g: (QxXU{e} x OP x Q)* — ¥* vermége (p,a,op,q) — a fiir alle p,q € @, op € OP und a € X.
Jetzt ist g(h~1(D2) N R) gerade die Menge der Inputworte w € ¥*, fiir die es eine korrekte Befehlsfolge
von M, d.h. einen akzeptierenden w-Lauf von M gibt. Also ist g(h~!(D2) N R) = L(M). ]

Damit hat CFL also einen full Trio-Generator, namlich die Dycksprache Dy vom Grad 2. CFL ist also
ein principal full Trio. Wir konnen dariiber hinaus zeigen, dafi CFL sogar einen Zylindergenerator hat,
ja einen Generator, aus dem jede kontextfreie Sprache durch inversen Homomorphismus erzeugt werden
kann. (In der Sprache der Reduktionen bedeutet das, dal CFL ein bzgl. homomorpher Reduktion
vollstdndiges Problem H (the hardest context-free language) besitzt: jede kontextfreie Sprache 1aBt
sich durch einen Homomorphismus auf H reduzieren).

Aufgabe 2.7.9
Zu jedem PPA gibt es einen PPA ohne e-Befehle.

Satz 2.7.10

Die Klasse CFL der kontextfreien Sprachen hat einen Zylindergenerator H (the hardest context-free
language): jede e-freie CFL ist homomorphes Urbild von H, d.h. ist L eine e-freie CFL (¢ ¢ L), so
gibt es einen Homomorphismus hy, mit L = k' (H).

Beweis: Der Einfachheit halber nehmen wir an, dafl alle Alphabete Teilmengen von N sind. Zu
jeder CFL L existiert ein PPA M = (Q,%,T,0P,0,0,{1}) mit Alphabeten aus N. (Damit ist macht
der Term 17 Sinn, ndmlich ein Wort aus p Einsen. Ebenso ist (A ein Wort von A offenen runden
Klammern).

1. Zunéchst definieren wir die hardest context-free language H: Ein Wort der Form

1PH[(A#19  oder (entspricht (p, —, Push A, q))
1P#)A1#19  oder (entspricht (p, —, Pop A4, q))
1P#[ 1317 (p,¢, A€ N) (entspricht (p, —,nop,q))

nennen wir eine Anweisung. Ein Block B ist eine Folge von Anweisungen: B = L1 & --- &1, (k € N).
Ein Blockwort W ist eine Folge von Blocken: W = B1$---$B;$ (I € N).

Ein Blockwort W = B1$---$B;$ (I > 0) ist aus H, gdw. gilt: es gibt eine Folge I,...,I; von
Anweisungen mit

1. I; = 1Pi#tu;#1% ist eine Anweisung von B; (i = 1, ...,1),

2.p1=0,q=1,q=piy1 (i=1,..,1-1),

3. uy---uy € Dy iiber {(, ), [, |}
Demnach ist € ¢ H.

II. Wir zeigen: H € CFL:
Der PPA M fiir H rat aus jedem Block des Inputworts eine Anweisung und tiberpriift, die Bedingungen
2) und 3). Fiir beides bendtigt M seinen Keller.
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III. Wir definieren hy, :

Sei P = (Q,%,T,0P,0,qo, F) ein PPA fiir L ohne e-Befehle. OBdA sei @ = {0,...,k} fiir ein k €
N, ¢o =0und F = {1}. Wir geben den Befehlen aus ¢ eine Ordnung, indem wir sie durchnummerieren.
Eine a-Anweisung von P (a € X) ist:

1P#[(A4#19 | wenn (p,a,push A, q) ein Befehl von P ist, bzw.
1P#)A#19 | wenn (p, a, pop A, q) ein Befehl von P ist, bzw
1P#[|#17 | wenn (p,a,nop, q) ein Befehl von P ist.
Sei B, die Folge der a-Anweisungen von P getrennt durch $ in ihrer Ordnung und h(a) = B,3$.
IV. Zeige L = hj*(H) :
ay---an € L <= es existiert ein akzeptierender a; - - - an-Lauf £ von P

<= es existiert eine Anweisungfolge I1,..., I, zu L
< B,$---3B,, %€ H.
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