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Kleines Skript der Komplexitatstheorie I

1 Einfiihrung

In der Rekursionstheorie geht es um die Frage, ob ein Problem oder eine Aufgabe tiberhaupt mit Hilfe
eines Rechners losbar, also berechenbar ist. Wir wissen, daf dies fiir verschwindend wenige Probleme
der Fall ist. Diese Zahl wird noch einmal gewaltig reduziert, wenn wir verlangen, dafl das Problem
auch noch in einem vernunftigen Aufwand gelost werden soll.

Es ist die Komplexitatstheorie, die diesen Aufwand von Problemen betrachtet: wie komplex ist ein
Problem im Sinne eines Aufwandsmafles. Will man den Aufwand messen, mufl man konkretisieren,
auf was fiir einem Rechner man das Problem l6sen will und was man unter Aufwand versteht, was
also das Maf} sein soll. Als Rechnermodell kénnte man einen PC mit Pentium IT und Windows 2000
nehmen oder auch eine Cray, als Mafl die Zahl an Sekunden, die das Programm bendtigt. Da wird
man recht verschiedene Mefizahlen bekommen und wenig Aussage iiber das Problem selbst.

Was wir wiinschen ist ein Modell, das nicht in 10 Jahren iiberholt ist und Mafleinheiten, die nicht von
der Implementierung oder dem Betriebssystem abhéngen. Wollen wir also von diesen veranderlichen
Groflen abstrahieren, nehmen wir einen gewissen Verlust an Anschaulichkeit und Praxisnédhe in Kauf.

Modelle die sich anbieten und verwandt werden sind die Turingmaschine (TM) oder die Random
Access Maschine (RAM), MaBe, die man untersucht, sind u. a. die Zeit und der Speicherplatz. Was
diese Mafle bedeuten, hingt wieder vom Modell ab. Bei der Turingmaschine z&hlt man die Zahl der
Elementaroperationen (die Schritte) und die Zahl der kleinsten Speicherelemente (die Bandfelder).

Aufler der grofleren Abstraktion liegen die Vorziige dieser Modelle auch in ihrer Einfachheit, was vor
allem dann von Bedeutung ist, wenn man zeigen will, daf} es fiir gewisse Probleme iiberhaupt kein
Losungsprogramm geben kann oder doch nur eines, dessen Zeit- oder Speicheraufwand iiber einer
(verniinftigen) Schranke liegt. Ein solcher Beweis kann ndmlich nur gefiihrt werden, in dem man auch
die Moglichkeiten einer solchen Maschine beriicksichtigt, was fiir aufwendige Maschinen eben selbst
entsprechend aufwendig ist.

In der Komplexitéatstheorie gibt es unterschiedliche Gebiete, die jeweils andere Aspekte des Aufwands
von Problemen behandeln. Das grofie Gebiet der “Effizienten Algorithmen”, umfaflt alle Bemiithungen
um zeiteffiziente Losungsalgorithmen fiir spezielle Probleme, die meist aus der Praxis stammen und
fiir die triviale Losungsverfahren zu aufwendig sind. Da diese Probleme aus allen mdglichen Anwen-
dungsbereichen stammen koénnen, zerfillt das Gebiet der “Effizienten Algorithmen” selbst wieder in
Teile, die ganze Lehrgebiete umfassen, wie Computeralgebra, Computational Geometry, Optimierung
ete.

Der grofite Teil der Bemiihungen richtet sich sicherlich auf das Finden von guten Algorithmen und
den Beweis ihrer Giite. Hat man einen Algorithmus fiir ein Problem gefunden, von dem man weif3
oder zeigen kann, dafl sein Aufwand unter einer gewissen Schranke liegt, so hat man eine obere
Aufwandsschranke fiir dieses Problem gefunden: man kann es 16sen mit einem Aufwand, der unter
dieser Schranke liegt.

FEin anderer Teil der Bemiihungen allerdings richtet sich auf eine kontrare Untersuchung: was ist der
Mindestaufwand, der zur Losung eines Problems getrieben werden muf, egal welche Verfahren, Strate-
gien und Prinzipien man verfolgt. Dies wire die untere Aufwandschranke des Problems. Kann man
beweisen, dafl das Problem in weniger Aufwand nicht l6sbar ist, so eriibrigt sich die Jagd nach Algo-
rithmen, die diese Schranke unterbieten. Es kann auch bedeuten, dafl dieses Problem zwar theoretisch,
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aber nicht praktisch 16sbar ist, weil eine Losung zu aufwendig wére. Eine Losung eines Problems von
verniinftiger GroBe kann ein Jahr, aber auch 1030 Jahre dauern. Solange wird aber niemand warten
wollen.

Haben wir uns fiir ein Modell und ein Maf} entschieden, konnen wir die Problemklassen betrachten,
die innerhalb eines gewissen vorgegebenen Aufwands gelost werden konnen, fiir die dieser Aufwand
also eine obere Schranke darstellt. Die Struktur, die diese Klassen bzgl. der Inklusion bilden, ist das
Thema der “Strukturellen Komplexitatstheorie”.

Ein drittes Gebiet betritt man, wenn man sich fragt, welche Satze allen verniinftigen Modellen und
Maflen gemeinsam sind. Was ein verniinftiges Modell und Maf§ ist, wird durch zwei elementare,
einleuchtende Eigenschaften (Axiome) festgelegt. Gelten diese Axiome, so kann man allein aus ihnen
- ohne nahere Kenntnis des Mafles - gewisse Satze folgern, die dann fiir alle Mafle gelten, die diesen
Axiomen geniigen. So nennt man dieses Gebiet “Axiomatische Komplexitatstheorie” oder “Abstrakte
Komplexitatstheorie”.

Ein algorithmisch angehbares Problem kann man immer als eine Funktion auffassen: eine Instanz,
ein Fall des Problems wird als Argument (Input) gegeben, die Losung ist der Wert der Funktion (der
Output). Wollen wir in einem Graphen den kiirzesten Weg finden, so ist der Graph das Argument
und der kiirzeste Weg der Wert. Sucht man das Vorkommen eines Wortes in einem Text, so ist der
Text und das Wort das Argument, die Position im Text der Wert. Abstrakt gesehen lassen sich alle
Probleme als Funktionen auffassen, die Worte (die Kodifizierung der Instanz des Problems) in Worte
(die Kodifizierung der Losung) iiberfithren. Ein Rechner verarbeitet im Grunde nur Bitfolgen. Alle
Probleminstanzen miissen also kodiert werden als eine Folge von Bits oder - wie wir auch sagen kénnen
- ein Wort tiber dem Alphabet {0, 1}. Ebenso miissen wir die Losung aus einem 0, 1-String extrahieren
bzw. semantisch herausdeuten.

Wir wollen uns hier - pars pro toto - auf ja-nein-Probleme beschrénken, d.h. auf Probleme, deren
Losung in einem Ja oder Nein besteht. Abstrakt gesehen sind das 0,1-wertige Funktionen, d.h. partielle
Funktionen aus {0,1}* in {0, 1}.Wir kénnen es auch so formulieren, dafl wir uns mit dem Aufwand
des Erkennens von Sprachen aus {0, 1}* beschéftigen werden.

Gemessen wird der Aufwand eines Problems immer in der Grofle der Problemfalls. Fiir die Zeit, die
die Multiplikation zweier Zahlen benétigt, spielt die Grofle der Zahlen eine Rolle. In einem grofien
Graphen ist der kiirzeste Weg schwerer zu finden als in einem kleinen. Darum ist der Aufwand eines
Problems immer eine Funktion von der Instanzgrofie. Die Grofle einer Instanz wiederum messen wir
hier einfach in der Léange ihrer Darstellung als Bitfolge, die als Input eingegeben wird. So ist also der
Aufwand immer eine (totale) Funktion von N nach N.

2  Grundlagen

Zunichst wollen wir die Modelle und Mafle definieren, die hier eine Rolle spielen. Wir setzen voraus,
dafl die Grundbegriffe der Theoretischen Informatik bekannt sind (Alphabet, Worte, Sprache, Finiter
Automat etc.).

2.1 Turingmaschinen

FEine 1-Band-Turingmaschine kann man sich anschaulich vorstellen als ein unendlich langes Band,
das in diskrete Felder eingeteilt sind, die jedes ein Zeichen tragen konnen. Auf dem Band lauft ein
Schreib-Lese-Kopf, der von einer Kontrolleinheit (KE) gesteuert wird. Der Kopf steht auf einem der
Felder, liest das dort stehende Zeichen und gibt es an die KE weiter. Die sagt ihm, was er auf das
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Feld drucken - wie er also das gelesene Zeichen dndern - und in welche Richtung er weiterriicken soll
(dabei kann er auf dem Feld stehen bleiben oder auf das Feld links oder rechts von ihm gehen). Die
KE hat Zusténde, reagiert also ja nach Zustand anders auf das gelesene Zeichen. Man kann sich
die KE durch eine sequentielle Schaltung realisiert denken, die das vom Kopf gelesene Zeichen als
Input bekommt und das zu druckende Zeichen zusammen mit dem Riickbefehl als Output ausgibt.
Das Verhalten von sequentiellen Schaltungen 1a8t sich durch Mealy-Automaten (finite Automaten
mit Ausgabe) beschreiben. Also denken wir uns die KE abstrakter als einen finiten Automaten mit
Ausgabe.

Ein finiter Automat, der spontane Zustandiibergénge hat, also Schritte ohne Eingabe und ohne Aus-
gabe ausfithrt (durch e-Befehle ausgeloste e-Schritte), kann immer umgewandelt werden in einen
aquivalenten, der keine solche e-Schritte ausfiihrt, der also eine Folge von Schritten ohne Eingabe
und Ausgabe in einem einzigen Schritt erledigt. Wenn wir also davon reden, dafl die KE etwas in-
tern ausfiihrt, so kann man davon ausgehen, daf} dies in einem einzigen Schritt erledigt werden kann.
Auflerdem konnen wir annehmen, dafl eine TM ihren Kopf immer bewegt oder druckt.

Durch die Zustande kann sich die KE einen endlichen Umfang an Information merken. Dies legt
eine spezielle Vorstellung von den Zusténden nahe: die KE hat einen eigenen Arbeitsspeicher, ein
gesondertes Zustandsfeld, auf dem sie genau ein Zeichen - das Zustandszeichen - lesen und drucken
kann. Die Zahl der Zustandszeichen bestimmt also die Menge an Informationen, die die KE auf
diese Weise abspeichern kann. Wahlen wir z.B. k-Tupel von Arbeitssymbolen als Zustandsymbole, so
konnen wir die KE sogar eine Rechnung auf einem Bandstiick der Lange k simulieren lassen..

Die KE kann laso auch durch eine kombinatorische Schaltung realisiert werden, die als Input das
Zustandssymbol und das gelesene Bandsymbol (das Arbeitssymbol) bekommt, und als Ausgabewert
das neue, zu druckende Zustandsymbol, das neue, zu druckende Bandsymbol und die Kopfriickung
liefert. Die Abstraktion der KE ist dann eine Funktion von Zustandsalphabet x Arbeitsalphabet in
Zustandsalphabet x Arbeitsalphabet x Kopfriickungen.

Diese Vorstellungen sind nitzlich, wenn wir den Ablauf eines Turingprogramms verbal beschreiben,
wie wir das in der Regel machen werden. Manchmal sind die einen Vorstellungen hilfreich, manchmal
die anderen. Hat man das Gefiihl zu schwimmen, so sollte man sich auf die formalen Definitionen
zuriickziehen.

Definition 2.1 (Wort)

Endliche Menge nennen wir auch Alphabete. Sei 3 ein Alphabet. Die Folge w = ay - - - a,, heifit Wort
iber ¥ der Lange n, wenn a; € ¥ fiir alle ¢ € [1,n]. Fir die Linge n von w schreiben wir |w|. Das
Wort der Linge 0 nennen wir das leere Wort und schreiben dafiir e . Wir definieren X" = Menge

der Worte der Linge n iiber ¥, insbesondere ¥ = {¢} und ¥* = [J X" = Menge aller Worte iiber
neN
3. Auf dieser Menge YX* definieren wir eine Operation, die Konkatenation, die zwei Worte u und v

zu einem Wort wwv verkniipft, das durch Hintereinanderschreiben entsteht: sind v = a;---a, und
v = by -+ by, zwei Worte iiber 3, so ist ihre Konkatenation uv = ¢y cpypm mit ¢1---¢p = a1 -+ -an
und ¢p41 - Cpm = b1 -+ - by, Insbesondere gilt fiir jedes Wort w € ¥* : we = ew = w.

Jede Menge von Worten A C >* nennen wir eine Sprache iiber . Fiir die leere Sprache schreiben
wir () (dasselbe Zeichen, wie fiir die leere Menge, da die leere Sprache eben die (eine) leere Menge ist).
Wir verallgemeinern die Konkatenation von Worten auf Sprachen und definieren fiir Sprachen A und
Biber ¥ : A-B={w|3Ju € A, v € B:w = uv}. Insbesondere gilt: A-0 =0-A = (. Weiter
definieren wir die iterierte Konkatenation: A% = {e}, A"*l = A". 4 A* = |J A%und AT = | A"

neN neNy
(N; =N - {0}).

Wir beniitzen ein fest vorgegebenes, universelles Sondersymbol, das Blank (i.Z. OJ). Wir verwenden

"Wir verabreden, da8 a1 - --ao bzw. ao---a—1 das leere Wort meine, genauso wie {1,...,0} ={0,..., -1} =0
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es, um leere Felder auf dem Turingband zu kennzeichnen: jedes leere Feld ist ein Feld, das als Inhalt
dieses Symbol Blank trégt. Loscht eine Turingmaschine ein Feld, so heifit das formal, daf sie ein Blank
druckt. Da wir dieses Zeichen immer brauchen, werden wir es oft einem Alphabet, das dieses Zeichen
in der Regel nicht enthélt, extra hinzufligen. Ist A ein Alphabet (z.B. A = X,T"), so schreiben wir fiir
A U {0} auch kiirzer A,.

Definition 2.2 (Turingmaschine)

Seien @ und I" endliche Alphabete (Zustandsalphabet und Arbeitsalphabet oder Bandalphabet), ¥ C
I' (Input- und Outputalphabet), gy € @ (Startzustand), [J ein Sondersymbol nicht aus T’ (bezeichnet
ein leeres Feld), 0 C @ x I, x @ x I, x {—1,0,1} (Menge der Befehle) und F' C @ (Menge der
akzeptierenden Zustande), Q — F' (Menge der verwerfenden Zusténde).

Dann ist die Struktur M = (Q,%,T,0,qo, F) eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM). &
wollen wir auch die Befehlstafel oder das Turingprogramm von M nennen.

Unter dem Bandinhalt eines Bandes wollen wir das Wort aus I'; verstehen, das auf dem kleinsten Teil
des Bandes steht, der alle nichtleeren (mit O bedruckten) Felder und das vom Kopf gepriifte Feld
umfaft.

Arbeitskopf

!

[olofolo[ojofo|af«|e[c|ofafe]s]c[a]e]c|o[a]o[a]o[a]o]a]

Bandinhalt: abcOOabcabe

Arbeitskopf

!

BEEEEEEEEEEDANREDANENBREEEE

Bandinhalt: O0O0O0OabelCabeabe

Die Situation, in der sich die Turingmaschine befindet, wird durch ihren Zustand, den Inhalt des
Bandes und die Kopfstellung charakterisiert und durch ein Paar (q,u#v) € Q x TX{#}TF (# ¢
I') beschrieben, wobei ¢ der Zustand der TM und wv der Bandinhalt ist und der Kopf auf dem ersten
Symbol von v steht (das auch O sein kann). Das Feld, auf dem der Kopf in der Situation befindet,
nennen wir das aktuelle Arbeitsfeld des Bandes und dessen Inhalt das aktuelle Arbeitssymbol.

Eine Startsituation hat die Form (qo,#w) mit w € ¥}. Wir erkldren noch den Operator Sg :
TH{#IT; — T3{#T] vermige:
- | u#v fallsv F#e
So(u#v) = So(Ou#v) = { Wi sonst

Die Hiille SE von Sp entfernt alle iiberfliissigen Blanks (J), macht also aus jedem Wort aus I'j {#}I;
ein Wort, das ohne das # einen Bandinhalt darstellt.

Ist (p,b,q,b',d) ein Befehl | so geht durch Anwendung dieses Befehls die Situation
(p,u#bv) iiberin (q,SfH(ub'#v)), falls d=1,v#e¢,

(p,u#bv) iberin (g, SH(wb'#0)), falls d=1,v=c¢,
(p,u#bv)  iiber in (g, Sf(u#b'v)), falls d=0,

(p, ua#bv) iber in (q, S*D(u#ab’v)) , falls d= -1,

(p, #bv) iber in (g, SH(#OV'v)), falls d= -1,

(peQ, u,vely, abel,).

Auf der Menge S = Q x IJ{#}I¥ der Situationen der TM definieren die Schrittrelation Fp; € S x S
vermoge: s by s', wenn ' aus s durch Anwendung eines Befehls hervorgeht. Die reflexive, transitive
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Hiille von Fj; schreiben wir 3, also s F3, s/, wenn " aus s durch Anwendung einer Folge von Befehlen
hervorgeht, also wenn es Situationen s, ..., s, gibt mit s = sg und s’ = s, und s; Fp; s;41 fiir alle
i €40,...,n—1} 2. Die Folge s, ..., s, der durchlaufenen Situationen nennen wir einen Lauf der Linge
n von s nach s’ (der Lauf hat zwar n + 1 Situationen, aber es werden nur n Befehle ausgefiihrt, n
Schritte getan).

Die TM M stoppt in einer Situation s, wenn in s kein Befehl anwendbar ist. Wir nennen s dann eine
Stoppsituation. Ist der Zustand einer Stopsituation akzeptierend (aus F'), so ist s eine akzeptierende
Situation, andernfalls ist s eine verwerfende Situation. Die TM startet immer in einer Situation der
Form (qo, # w) mit w € ¥*. Diese Situation nennen wir auch die zum Input w gehoérige Startsituation
s(w).

Ein Lauf ist mazimal, wenn er nicht verlangerbar ist (mit einer Stoppsituation endet) oder wenn er
unendlich ist. Ein w-Lauf ist ein maximaler Lauf, der mit der zu w gehdrigen Startsituation s(w)
beginnt.

Wir nennen die TM deterministisch (DTM), wenn es keine zwei Befehle aus § gibt, die in den ersten
2 Symbolen (Zustand, gelesenes Zeichen) tibereinstimmen. D.h. fiir eine deterministische TM gibt es
in jeder Situation hochstens einen anwendbaren Befehl. Das bedeutet auch, daf} es fiir jeden Input w
genau einen s(w)-Lauf gibt.

Die TM M erkennt die Sprache L(M) = {w € ¥* | s(w) I}, s fiir eine akzeptierende Stopsituation s}.
Die TM akzeptiert also den Input w, wenn wenigstens ein s(w)-Lauf in einer Situation mit akzep-
tierendem Zustand endet. Wir nennen L(M) auch die Sprache der TM M.

Ist die TM M deterministisch, so ist die von M berechnete n-stellige Funktion ist: fy, : (¥*)" — X*
mit i (u1,...,un) = w gdw. (qo, #wO---Ouy) Fi; (¢, #w) fiir ein ¢ € F. Die von der TM M
berechnete Funktion ist also auf dem Input definiert, wenn M in einem akzeptierenden Zustand stoppt
und der Bandinhalt dann ein Wort aus ¥* ist und der Kopf auf dem ersten Zeichen dieses Wortes
steht. Dieses Wort ist dann der Output bzw. das Bild des Inputs unter der Funktion. In allen anderen
Fallen sei die von der TM berechnete Funktion nicht definiert.

Notation 2.3

Manchmal ist es bequem, sich die Felder eines Bandes durch Z nummeriert vorzustellen. Dann wollen
wir dem Feld, auf dem der Kopf in der Startsituation steht, die Nummer 1 geben. Damit sind die
Nummern der iibrigen Felder festgelegt: von links nach rechts in der Ordnung von Z . Der Input
beginnt somit auf Feld 1.

Aufgabe 2.4
Zeigen Sie, daB es zu jeder NTM eine dquivalente DTM gibt (die dieselbe Sprache erkennt).

Beispiel 2.5

Eine TM, die die Bindrdarstellung von n in die von n + 1 iiberfiihrt: Input bin(n), Output
bin(n + 1) (bin(n) = Binardarstellung von n), M = (Q, %, I, 4, qo, F) mit g9 = 0, F = {3} und
Befehlstafel 6 (wir schreiben fiir d = —1,0,1 auch L, N, R) :

*Beachte die Verabredung {0, ...,—1} =0
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p a p d d

0 0|0 O R

0 1 |0 1 R laufeiiber den Input

0 O|1 O L

1 0|2 1 L

1 1|1 0 L addiere1 mit Ubertrag

1 0O 1 L

2 0112 0 L

2 1 (2 1 L laufe zum Anfang des Outputs
2 O3 O R

Beispiel 2.6
Eine TM, die 1" in 1?" iiberfiihrt: Input 17, Output 1", M = (Q, %, T, 6, qo, F) mit ¢y = 0,

F = {6} und Befehlstafel 6 (wir schreiben fiir d = —1,0,1 auch L, N, R) :
p a |p d d
0 1 |1 0O R 10scht die erste 1
0 O]j6 0O R stoppt
1 1|1 1 R lauft iber das nichste O rechts
1 O|l2 0O R
2 1 |2 1 R druckt 1 auf das nachste O rechts
2 O3 1 R

3 0|4 1 L druckt eine (zweite) 1

4 1 |4 1 L lauft iber das nachste O links
4 O|5 O L
5 1 |5 1 lauft vor nachste [ links

L
5 OO0 0O R

Definition 2.7 (Mehrband-Turingmaschine)

Seien @ und I" endliche Alphabete (Zustandsalphabet und Arbeitsalphabet), ¥ C I" (Inputalphabet),
qo € Q (Startzustand), F' C @@ (Menge der akzeptierenden Zustédnde), (J ein Sondersymbol nicht aus
I' (bezeichnet ein leeres Feld) und § € Q x T¥ x Q x T¥ x {~1,0,1}* (Menge der Befehle).

Dann ist die Struktur
M = (QvZaF757QO>F)

eine nichtdeterministische k-Band-Turingmaschine (k-NTM).

Die Situation, in der sich die Turingmaschine befindet, wird beschrieben durch (g, u1#v1, ..., ugp#vk)
€ Q x (TH#ITHF (# ¢ T), wobei ¢ der Zustand der TM ist, u;v; der Inhalt des i-ten Bandes,
wobei der Kopf des i-ten Bandes auf dem ersten Symbol von v; steht (das auch [J sein kann). Eine
Startsituation hat die Form (qo, # w, #, ..., #) mit w € X},

In der Situation (p,u1#biv1, ..., ur#brvg) mit p € Q, ui,v; € IY, by € T, ist jeder Befehl anwend-
bar, der mit (p,bi,...,b;) beginnt, also jeder Befehl der Form (p, b, ..., bk, q,b], ..., b}, d) fir gewisse
q, by, ..., b}, und d.
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Die Menge der Situationen ist S = Q x (I {#}I;)*. Die Schrittrelation 3, € S x S und die
Mehrschrittrelation =3, definieren wir analog. Die TM startet immer in einer Situation der Form
(qo, #w, #0, ..., #0) mit w € ¥*. Diese Situation nennen wir auch die zum Input w gehorige Startsit-
uation s(w). Lauf, maximalen Lauf, w-Lauf, Stopsituation, und akzeptierende Stopsituation definieren
wir analog wie in Definition 2.2.

Wir nennen die TM deterministisch (k-DTM), wenn es keine zwei Befehle aus ¢ gibt, die im Zustand
und in den gelesenen Bandsymbolen iibereinstimmen.

Die Sprache der TM ist L(M) = {w € ¥* | s(w) I}, s fiir eine akzeptierende Stopsituation s}. Die
TM akzeptiert also den Input w, wenn wenigstens ein w-Lauf in einer Situation mit akzeptierendem
Zustand endet.

Ist die TM M deterministisch, so ist die von M berechnete n-stellige Funktion: fy, : (¥*)" — X*
mit [ (u1,...,un) = w gdw. (qo, #w1O- - Oup, #, ..., #) iy (¢, #w, #, ..., #) fiir ein ¢ € F. Die von
der TM M berechnete Funktion ist also auf dem Input definiert, wenn M in einem akzeptierenden
Zustand stoppt und der Inhalt von Band 1 dann ein Wort aus ¥* ist und der Kopf von Band 1 auf
dem ersten Zeichen dieses Wortes steht und die tibrigen Bénder leer sind. Dieses Wort ist dann der
Output bzw. das Bild des Inputs unter der Funktion. In allen anderen Féllen ist die von der TM
berechnete Funktion nicht definiert.

Aufgabe 2.8
Zeigen sie, dafl es zu jeder k-NTM eine dquivalente k-DTM gibt (die dieselbe Sprache erkennt bzw.
dieselbe Funktion berechnet).

Definition 2.9 (one-way, two-way)

Wir nennen eine Turingmaschine eine two-way-Turingmaschine, wenn das erste Band (das in der
Startsituation den Input trégt) ein read-only-Band ist (auf dem also nur gelesen werden darf). Wir
sagen: die Turingmaschine hat ein two-way Inputband. Wir nennen eine Turingmaschine eine one-
way-Turingmaschine, wenn das erste Band ein read-only-Band ist, das auflerdem nur von links nach
rechts gelesen werden darf. Wir sagen dann: die Turingmaschine hat ein two-way Inputband. Im
Gegensatz zum reinen Leseband, das wir Inputband nennen, bezeichnen wir die anderen Bandern zur
Unterscheidung als Arbeitsbinder. Entsprechend heifit der Kopf auf dem Inputband Inputkopf und
die Kopfe auf den Arbeitsbandern Arbeitskopfe.

Manchmal interessieren uns der Zustand einer Turingmaschine M, ihre Arbeitsbandinhalte und die
Stellungen ihrer Arbeitskopfe unabhéngig vom Inputband, also die Situation der M ausschliellich
des Inputbandes, wenn man so will, den Grofizustand den M einnimmt, wenn ihr Inputkopf ein
gewisse Inputfeld liest. Dies wollen wir die Konfiguration von M nennen. Wenn M in der Situation
(q, woFtvo, ..., upg#vg) ist (Band 0 sei das Inputband, Band 1 bis k& die Arbeitsbénder), dann befindet
sich M in der Konfiguration (g, u1#v1, ..., urp#vk).

FEine Turingmaschine, die nur Arbeitsbander hat, die also den Input zu Anfang auf dem ersten Ar-
beitsband stehen hat, nennen wir eine Turingmaschine ohne Inputband.

Notation 2.10

Eine iXT*TM (i = 0,1,2; X = D, N) ist eine TM ohne Inputband, wenn i = 0, hat ein 1-way
Inputband, wenn ¢ = 1, und ein 2-way Inputband, wenn ¢ = 2, sie ist deterministisch, wenn X=D, und
nichtdeterministisch, wenn X=N. Weiterhin hat sie genau k Arbeitsbénder (d.h. ein read-only-Band
wird nicht mitgezihlt). Mit iXT¥ selbst bezeichnen wir die Klasse der Sprachen, die von einer iXT*-
TM erkannt werden. D.h. wir haben die Sprachklassen: 0DT* ONT*, 1DTF INT¥, 2DT* 2NT*.
Weiter sei i XT* = Upey 1 XTF und i XTH(F) = U;cp iXTH(f), wo F € N eine Menge von totalen,
arithmetischen Funktionen sei und i = 0, 1,2 und X=D, N.
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2.2 Aufwand von Turingmaschinen

Wir werden uns in dieser Vorlesung mit zwei Aufwandsmaflen beschéftigen, mit dem Aufwand an Zeit
(Zeitkomplexitat) und dem Aufwand an (Speicher-)Platz (Bandkomplexitit), den Turingmaschinen
treiben, um ein Problem zu 16sen (eine Funktion zu berechnen).

Ist M eine Turingmaschine und R ein w-Lauf von M, so nennen wir die Lange t(R) dieses Laufs, die von
M auf w verbrachte Zeit (den Zeitaufwand des Laufes R), und die Zahl s(R) der wahrend R beriihrten
Arbeitsfelder, den bendtigten Platz (den Bandaufwand des Laufes R). Ist der w-Lauf R unendlich,
so ist t(R) undefiniert. Beriihrt R zudem unendlich viele Felder, so ist auch s(R) undefiniert. Jetzt
konnen wir definieren, wann eine Turingmaschine innerhalb eines gewissen Aufwands arbeite. Dabei
gibt es eine starke und eine schwache Vorstellung.

Definition 2.11 (stark und schwach f-beschrankt)

Sei f eine totale arithmetische Funktion. Dann nennt man M stark f-zeitbeschrinkt bzw. stark
f-bandbeschrankt, wenn fiir alle w-Laufe R mit einem w der Lange n der Aufwand ¢(R) bzw. s(R)
definiert und kleinergleich f(n) ist. M heifit schwach f-zeitbeschrinkt bzw. schwach f-bandbeschrdnkt,
wenn es fiir alle n und fiir alle von M akzeptierten Inputs w der Lange n einen w-Lauf R gibt, dessen
Aufwand t(R) bzw. s(R) kleinergleich f(n) ist.

Wir koénnen die obigen Bedingungen fiir f-zeitbeschrdnkt bzw. f-bandbeschrankt etwas lockern und
anstelle von “fiir alle n” auch “fiir fast alle n” setzen.

Aufgabe 2.12

Zeigen Sie: Ist M eine Turingmaschine, die nur fiir fast alle n einen Zeit- oder Bandaufwand kleiner-
gleich f(n) hat, also etwa nur fiir alle n > k, so konnen wir dazu eine TM M’ konstruieren, die diesen
Aufwand fiir alle n einhalt.

Notation 2.13 o
Der eingeschrankte Quantor V n bedeute “fiir fast alle n” bzw. “fiir alle bis auf endlich viele n”. Ist
f : N — N eine arithmetische Funktion, so wiirde man “f(n) ist fiir fast alle n gerade” auch schreiben

als: “Vn (2 teilt f(n))”.

Definition 2.14 (starker, schwacher Zeit- und Bandaufwand)

Wollen wir den realen Aufwand einer Turingmaschine bzgl. eines Inputs w messen, so unterscheiden
wir wieder zwischen einer strengeren Aufwandsauffassung und einer schwécheren. Bei der strengeren
Auffassung messen wir den maximalen Aufwand aller w-Laufe von M, bei der schwécheren zéhlen wir
nur den billigsten akzeptierenden Lauf.

streng :

Hw) = max{t(R) | R ist w-Lauf}, falls alle w-Léaufe endlich
W= undefiniert, sonst

s(w) = max{s(R) | R ist w-Lauf}, falls alle w-Laufe nur endlich viele Felder beriithren
" | undefiniert, sonst

s(n) = max{s(w) | |w| =n} (s(n) undefiniert, falls s(w) undefiniert fiir ein w € ¥™)
schwach :

Hw) = min{t(R) | R ist akzeptierender w-Lauf}, falls w akzeptiert wird
W= undefiniert, sonst

s(w) = min{s(R) | R ist akzeptierender w-Lauf}, falls w akzeptiert wird
" | undefiniert, sonst

s(n) = max{s(w) | |lw|=n A we L(M)}
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Diese beiden arithmetischen (partiell berechenbaren) Funktionen ¢ und s nennt man den Zeitaufwand
bzw. den Bandaufwand von M (jeweils in der starken und in der schwachen Auffassung).

Aufgabe 2.15
Zeigen Sie, dafl die oben definierten Funktionen ¢ und s (partiell) berechenbar sind und zwar sowohl
in der starken, wie auch in der schwachen Version.

Notation 2.16

Ist K eine Klasse von Turingmaschinen, so schreiben wir K(f) fiir die Menge der von f-zeitbeschrinkten
K-Turingmaschinen erkannten Sprachen und KJ[f] fiir die Menge der von f-bandbeschrankten K-
Turingmaschinen erkannten Sprachen. Wir schreiben “strong” oder “weak” davor, wenn wir angeben
wollen, ob wir starke oder schwache Beschriankung meinen. (z.B. weak-2NT*(f)). Wenn strong oder
weak nicht erwahnt wird, betrachten wir in der Regel den Fall weak.

0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dafl unsere Turingmaschinen Felder nie 16schen: sie drucken einfach
ein Pseudo-Blank, das signalisiert: dieses Feld ist geloscht. Dann kann man den bis dahin gebrauchten
Bandaufwand an der Situation eines Laufes ablesen: es ist die Zahl der bedruckten Arbeitsfelder. Der
Bandaufwand steigt wahrend eines Laufs monoton an.

Aufgabe 2.17
Sei L = {wew | w € {a, b}*}. Dann ist

L IDT < 2(n+1) >
ODT < 5(n”+3n) >
0DT [n]

2DT [log("51)]

M MMM

3 Speed-up

Es ist eine Eigenart unseres Modells, dafl es eine gewisse Toleranz aufweist, was den Aufwand an
Zeit oder Band angeht. Da wir die Grofle des Arbeitsalphabets einer Turingmaschine nicht festle-
gen oder beschranken wollen, kann man den Bandaufwand und auch den Zeitaufwand reduzieren,
wenn man dafiir das Arbeitsalphabet vergrofiert. Auch in einem konkreten Rechner kann man die
Geschwindigkeit erh6hen, wenn man die Busbreite heraufsetzt oder den Speicheraufwand reduzieren,
wenn man ihn statt in Bits in Bytes oder Worten mifit. Diese ‘Toleranz’ wollen wir untersuchen bevor
wir uns an Aufwandsiiberlegungen machen.

Satz 3.1 (Bandkompression)
Zu jeder iXT*[f]-TM M und zu jedem ¢ € N existiert eine dquivalente iXT*[1 f]-TM M’
(i=1,2; X =D, N).

Beweis: Statt einzelner Felder betrachten wir Feldblocke der Lange c¢. Der Inhalt eines Felderblocks
- also ein Wort der Léange ¢ iiber dem Arbeitsalphabet I' - kann auch durch ein einzelnes Zeichen
reprasentiert werden. Ist v = |I'| die Grofle des Arbeitsalphabets I', dann gibt es ¢ viele Worte dieser
Lénge c iiber I'. Setzen wir fiir jedes dieser Worte ein eigenes Zeichen, nehmen wir also ein Alphabet
A der Grofle v¢ (z.B. A =TY) - wir konnen die c-Tupel iiber I' selbst als neue Zeichen definieren, so
konnen wir 1 Zeichen anstelle von ¢ Zeichen setzen. Damit reduziert sich der Bandbedarf der TM um
%. Die TM M’ liest ein Zeichen aus A, speichert es in seiner Kontrolleinheit als ein Wort der Lange
¢ iber I', simuliert die Rechnung von M auf diesem Block und schreibt den verdnderten Inhalt des
Blockes wieder als ein Zeichen aus A auf sein Band. Diese Simulation in der KE kostet keine Zeit, sie
kann in einem Schritt ausgefiihrt werden, weil sie intern ist und keinen Input von auflen braucht (vgl.
Einleitung von Abschnitt 2.1). ]
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Aufgabe 3.2
Stellen Sie im Beweis von Satz 3.1 aus dem Turingprogramm von M das von M’ her.

Bemerkung 3.3 (Spurentechnik)

Die Tatsache, daf ein jede endliche Menge als Alphabet fungieren kann, also auch die k-Tupel aus
I'*, kénnen wir anschaulich interpretieren. Steht das k-Tupel (ay, ..., a;) auf einem Feld, so denken
wir uns das Feld in k Zellen unterteilt, so dafl die i-te Zelle das Zeichen a; enthalt. Faffit man nun
die i-ten Zellen aller Felder zusammen zu einer i-ten Spur, so hat man das Bild, dal das Band aus
k iibereinanderliegenden Spuren aufgebaut ist, jede Spur wie ein eigenes Band, mit dem einzigen
Unterschied, daf sich alle k Spuren einen Kopf teilen miissen. Im obigen Satz 3.1kénnen wir uns also
vorstellen, dafl die ¢ Zeichen, die zunachst in Feldern nebeneinander stehen, in der Maschine M’ auf
einem einzigen Feld in ¢ Spuren untereinander stehen.

Satz 3.4 (Lineares Speed-up)
Zu jeder 0XTF(f)-TM M und zu jedem ¢ € N, existiert eine dquivalente OXT’“(% f)-T™M M’

. . 2
(X =D, N), falls hm% =0 (k > 2) bzw. hm% =0(k=1).
Beweis: Die Idee besteht darin, dal auf einem komprimierten Band, wie wir es im vorigen Satz
geschaffen haben, auch die Rechnung schneller gehen wird: statt einem Zeichen werden gleich m
Zeichen gelesen und verarbeitet. Da dies in der KE geschieht, kostet die Verarbeitung der m Zeichen
nur einen Schritt.

Dies ist aber nur ein Vorteil, wenn dieser eine Schritt auch hochstens alle m Schritte von M gemacht
werden muf. Ein Problem ist es aber, wenn der Kopf von M stédndig iiber eine Blockgrenze hin- und
herwandert, sozusagen an einer Blockgrenze oszilliert. Dann wiirde nach jedem Schritt von M ein
neuer Block gelesen und bearbeitet werden miissen. Um dies zu vermeiden hélt die TM nicht einen,
sondern zwei Blocke in der KE. Zu Beginn der Rechnung von M steht der Kopf am Anfang eines
Blocks und die KE von M’ liest den Block mit dem Kopf und den Block links davon in ihren Speicher.

Eine Operation von M’ besteht nun darin, daf§ die KE die Rechnung von M auf diesen beiden Blocken
in einem Schritt simuliert bis der Kopf von M sie verlafit, d.h. also mindestens m Schritte lang. Hat
der Kopf die Blocke nach rechts verlassen, so schreibt die KE den linken der beiden Blocke aufs Band
(ein Feld) und liest den gerade betretenen Block vom Band in ihren Speicher. Dies ist eine Operation,
die hochstens alle m Schritte von M von M’ gemacht wird.

Eine solche Operation kostet 3 Schritte. Die Simulationszeit ist dann 2 f(n) auf einem Band, auf k
Béandern ungiinstigstenfalls fﬂ—k f(n). Dazu kommt allerdings noch die Zeit, die M’ braucht, den Input,
der ja anfanglich nicht komprimiert vorliegt, in m-Kompression zu bringen, was bei einem Band
hochstens %2 + m Schritte dauert, bei zwei Bandern aber hochstens 2n (wéhrend der Input auf dem
einen Band gelesen wird, wird auf dem anderen der Input in komprimierter Form gespeichert). Bei zwei
Bindern ist die Gesamtzeit von M’ also héchstens 2n + 32 f(n) < 3EEL £(p) fiir alle n mit 2n < f(n)

m
d.h. nach Vorraussetzung fiir fast alle n, bei einem Band ist sie hochstens %2 +m+ % fn) < 3%1 f(n)
fiir alle n mit %Q—i—m < %, d.h. wieder nach Vorraussetzung fiir fast alle n. Wahlen wir m > (3k+1)c,

so ergibt sich obige Behauptung.

Fiir die endlich vielen Worte bis zu einer Lange sagen wir ng, fiir die moglicherweise n < % nicht
gilt, bauen wir einen finiten Automat (der in real-time arbeitet) und geben ihn M’ mit, wo er parallel
mitarbeitet. Wenn das Inputwort kiirzer ist als ng, so entscheidet der finite Automat, ansonsten
entscheidet M. [ |

Notation 3.5
Turingmaschinen, deren Zeitaufwand durch die Identitat beschrankt wird, die also fiir die Rechnung
nicht mehr Zeit benotigen, als zum Lesen des Inputs notig ist, nennen wir real-time Maschinen.

10
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Wir kénnen auch Turingmaschinen mit linearem Zeitaufwand beschleunigen, wenn nicht auf real-
time, so doch auf einen Zeitaufwand, der sich von Identitdt nur um einen beliebig kleinen Bruchteil
der Inputlange n unterscheidet.

Notation 3.6
Wir schreiben analog zu Ny auch Q4 :={x € Q| z > 0}

Satz 3.7 (Lineares Speed-up in der Nihe von real time)
Sei t : N — N eine arithmetische Funktion mit 3¢ € Q4 Vn € N (t(n) > n+¢c-n).
Dann gilt: V¢ € Ny : 0DT*(c-t(n)) € 0DT¥(t(n)) (fiir k > 2).

Beweis: Fiir jedes m € N konnen wir ¢ - t(n) beschleunigen auf

n 3¢
zn)=n+—+ —-t(n) :
(m)=n+ "+ i)
das Lesen des Inputs und Schreiben der m-Kompression kostet n Schritte, das Zuriicklaufen zum
Anfang der Kompression kostet - Schritte, und % -t(n) Schritte kostet die beschleunigte Simulation.

Wir zeigen, daf z(n) < t(n)bei geeigneter Wahl von m. Sei

m230+3c+1 oder ¢ > 36+1.
m — 3¢
Nach Voraussetzung ist
t(n)>(14¢)-n> ;nj_;c -n oder n < 21316 -t(n).
Damit st 3c m+1 m—3c 3c
An) = (L )t ) < T ) 4 ) = o)

Korollar 3.8
Vee Ny VeeRY : ODT*{c-n) C ODTF((1+¢)-n) (fiir k > 2).

Aufgabe 3.9
Formulieren Sie das Speed-up Theorem auch fiir 1-way und 2-way Turingmaschinen.

Notation 3.10
Ist F eine Klasse von Funktionen, so sei iXT*(F) = [ J{iXT"*(f) | f € F}. Beispiele fiir solche Klassen
sind

lin={c-n+d|cdeR} die Klasse der linearen Funktionen,

poly = {ag+ain+---+apn® | ag,...,ar € R, k € N} die Klasse der polynomiellen Funktionen,
ex = {2/ | f € lin} die Klasse der exponentiellen Funktionen,

exp = {2/ | f € poly} die Klasse der polyexponentiellen Funktionen.

Im allgemeinen kann man also den Aufwand, der zum Erkennen einer Sprache benétigt wird, nur bis
auf einen konstanten Faktor genau angeben. Diese Beschleunigung durch Vergréflerung des Alphabets
hat allerdings dort seine Grenzen, wo der Aufwand fiir die Komprimierung des Inputs nicht durch
den sonstigen Aufwand subsummiert wird. Man kann sogar beweisen, dafl die Beschleunigung dann
nicht mehr funktioniert. Linearzeit-Maschinen namlich konnen wir - wie wir gesehen haben - nahe
an real-time heran beschleunigen, der néachste Satz zeigt aber, dafl - wenigstens im deterministischen
Fall - eine Beschleunigung auf exakt real-time nicht moglich ist, selbst wenn man noch beliebig viele
Béander dazu gibt.

11
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Satz 3.11
LDT*(lin) ¢ 1DT*(id)

Beweis: Wir geben eine Sprache an, die diese beiden Klassen trennt, die also in 1DT2(lin) liegt,
nicht aber in 1DT™(id). Sei

L:={un$ - -SwpSw |k e N, Vi e {1,....k} :w; € {0, 1}* A |w;| = |w]|, Fi: w; =w}

Ein Wort aus L besteht also aus einer Folge von gleich langen Teilworten, deren letztes mit einem der
vorhergehenden tibereinstimmen muf. Solche Worte wollen wir hier einmal salopp $-Worte nennen.
Man iiberlegt sich leicht, da8 L aus 1DT3(2n), aus 1DT?(3n), aus 2DT?(2n) und aus 2DT!(3n) ist
(vergl. unten stehende Aufgabe). Wir zeigen: L ¢ 1DT*(id). Angenommen, die 1DT*(id)-TM M
erkennt L. Wir betrachten die Menge {0, 1}™ aller Worte der Lange m iiber {0, 1}.

1. Wir nennen zwei $-Worte v = w1$---3w und v = v1$8--- 30y, (ws, v; € {0, 1}'™) trennbar
durch z € {0, 1}™, gdw. u$z € L <= v$z ¢ L. Zwei $-Worte v und v sind also trennbar,
wenn das Anhéngen eines Wortes z aus {0, 1}"" das eine Wort nach L, das andere aber in das
Komplement von L {iberfiihrt. Offenbar kann man zwei $-Worte v und v genau dann trennen,
wenn die Menge der Teilworte aus {0, 1}", die u enthélt, verschieden ist von der, die v enthélt.
Es gibt aber genau 2" Worte aus {0, 1}™, also 22" verschiedene Teilmengen von {0, 1}". Damit
gibt es auch 22" verschiedene Klassen von Worten, wenn wir die Worte, die sich nicht trennen
lassen in einer Klasse versammeln. Umgekehrt gibt es 22" $-Worte, die sich alle voneinander
trennen lassen.

2. Sei M eine 1DT*(id)-TM mit v Arbeitssymbolen und p Zustéinden. Eine Situation, in der die
Komponenten des Inputbandes nicht angegeben ist, nennen wir Konfiguration (vgl. Definition
2.9). M hat bei einem Input der Linge n hochstens p(7™)*n*verschiedene Konfigurationen. Die
Konfigurationen C' = (q, U1#Vi, ....., Up# Vi) und C' = (¢, U{#V/, ....., U, #V}!) von M nennen
wir m-aquivalent gdw. gilt:

e q=¢

e U;, U/ stimmen in den m letzten Symbolen iiberein (i =1, ..... k)

e V;, V/ stimmen in den m + 1 ersten Symbolen tiberein (i =1, ...., k)
Es gibt p(7?™*+1)* Klassen von m-dquivalenten Konfigurationen, die sich innerhalb der 2m + 1
groflen Blocke um die Kopfe herum nicht unterscheiden.

Fiir geniigend grofie m gilt aber p(y2™ 1)k < 2k@mt1)logy+logp ~ 92™ =~ Also muB es 2 trennbare Worte
u, v geben, nach deren Lesen M in Konfigurationen C, bzw. C, gelangt, die m-aquivalent sind. Da
M beim Lesen von z nur noch |z| = m Schritte tun kann (M ist ja eine real-time Maschine), mufl M
damit die Worte u$z und v$z gleichermaflen akzeptieren bzw. verwerfen (M kann die Konfigurationen
Cybzw. C, innerhalb von m Schritten nicht unterscheiden).

Eine Bemerkung noch dazu, daf§i M seine Inputs auch wirklich bis zu Ende liest. Gébe es ein $-
Wort u, das M akzeptiert oder verwirft, ohne es bis zu Ende zu lesen, so wiirde M natiirlich auch
alle Verlangerungen von u gleichermafien akzeptieren oder verwerfen. Akzeptiert M nun u und ist
z ein Wort aus {0, 1}, das in w nicht vorkommt, so miiite M die Verlingerung u$z eigentlich
verwerfen. Verwirft M das Wort u, und ist z ein Wort aus {0, 1}", das in u vorkommt, so miifite M
die Verlangerung u$z eigentlich akzeptieren. Also mufl M alle $-Worte, die nicht schon alle moglichen
Teilworte enthalten bis zum Ende lesen. [

Aufgabe 3.12
Zeigen Sie, daf8 die Sprache L aus vorigem Beweis aus 1DT3(2n), aus 1DT?(3n), aus 2DT?(2n) und
aus 2DT!(3n) ist.

Bemerkung 3.13 (Nichtdeterminismus)
Wir wollen hier kurz betrachten, wie man sich Nichtdeterminismus veranschaulichen kann. FEine
nichtdeterministische TM (NTM) hat in einer Situation mehrere Moglichkeiten zu reagieren (kann
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verschiedene Befehle ausfithren). Die moglichen w-Léaufe einer solchen NTM bilden also einen Baum
- wir nennen ihn den Berechnungsbaum von w. Der Input w wird genau dann akzeptiert, wenn einer
der Pfade in diesem Baum akzeptierend ist, wenn der Baum also eine akzeptierende Blattsituation
hat.

Die NTM mu$ sich fiir einen der Befehle, die sie in der jeweiligen Situation anwenden kann, entscheiden:
wir sagen frei, die NTM rat den richtigen Befehl. Ob es der richtige ist, also einer, der zum FErfolg,
d.h. zum Akzeptieren, fiihrt, muf} freilich tiberpriift werden, wir sagen: verifiziert werden. Wir kénnen
jede NTM durch eine NTM simulieren, die sich zunachst die richtige Auswahl der Befehle in der Folge
der Situationen rat, aufs Band schreibt und dann nur noch deterministisch arbeitet, indem sie in der
jeweiligen Situation den Befehl wahlt, der in der vorher geratenen Befehlsfolge steht. Kommt sie dabei
in eine akzeptierende Situation, so hat sie die geratene Befehlsfolge verifiziert.

Was heifit: die NTM rét eine Befehlsfolge aufs Band? “Eine NTM réat ein Wort aus X* aufs Band”
heifit, da3 die Maschine irgendein beliebiges Wort iiber ¥ aufs Band schreiben kann, daf sie also
z.B. folgende Befehlsmenge enthélt: {(p,0,p,a,1) | a € £} U {(p,d,¢,0,0)}. Eine Befehlsfolge wird
reprasentiert durch ein Wort. Statt also in jeder erreichten Situation einen der anwendbaren Befehle
auszufihren, konnte die NTM auch im Voraus die Folge der gewéhlten Befehle raten und diese dann
vollig deterministisch ausfithren. Auf diese Weise kann jede NTM zerlegt werden in eine einfache
nichtdeterministische Teilmaschine, die nur ein Wort aufs Band réit, und eine dahintergeschaltete
deterministische Maschine.

Haben wir es mit nichtdeterministischen Turingmaschinen zu tun, dann kénnen wir die Stirke des
Ratens dazu einsetzen, den Zeitverlust bei der Kompression des Inputs zu vermeiden. Damit kénnen
wir dann doch von linear-time auf real-time beschleunigen, wenn wir noch zwei Bander dazugeben.

Satz 3.14
INT®(lin) C INTF2(id)

Beweis: Sei also M eine INT*{cn)-TM fiir ein ¢ € N, . Diese simulieren wir dann wie folgt: Es gibt
zwei Phasen. In Phase I arbeiten zwei Module SIM und KOP parallel (gleichzeitig). Phase I dient
nur der Verifikation und enthélt die parallelen Module VV und VH. Zuerst die Phase I:

Modul SIM:

1. Rate den Input w von M in m-Kompression auf Band 2 und laufe auf Band 2 zum Anfang
zuriick.

2. Simuliere M auf den Béandern 2 bis k+2 beschleunigt (vgl. 3.4), wobei Band 2 die Rolle des
Inputbands spielt.

3. Kopiere den geratenen, komprimierten Input von hinten von Band 2 auf Band 3 (das jetzt frei
geworden ist) ein Stiick weit (wieweit wird geraten).

1. kostet hochstens 27> Schritte, 2. kostet hochstens k%Schritte und 3. kostet hochstens nochmal
- Schritte, das sind insgesamt (3kc + 3).,-. Wihlen wir m > 2(3kc + 3), dann sind das weniger als 5
Schritte.

Modul KOP: Simultan zu SIM kopiere den Input von Band 0 auf Band 1. Am Ende von Phase I
hat KOP weniger als die Halfte des Inputs kopiert.

In der Phase IT wird jetzt der geratene, komprimierte Input mit dem wahren Input verglichen, um zu
verifizieren, ob richtig geraten wurde. Das tun parallel die Module VV und VH. VH verifiziert den
hinteren, noch nicht gelesenen Teil des Inputs, indem die Kopfe auf Band 0 und auf Band 1 simultan
nach rechts laufen. VV verifiziert den vorderen, gelesenen und auf Band 1 kopierten Teil des Inputs,
indem die Ko6pfe auf Band 1 und auf Band 2 simultan nach links laufen. Nach dem Lesen, nach n
Schritten, ist die ganze Simulation, samt Verifikation beendet. Dies klappt freilich nur, wenn der in
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Phase I von Modul SIM in 3. kopierte Teil der Kompression auf Band 3 dem Teil des Inputs entspricht,
der von Modul KOP noch nicht auf Band 1 kopiert worden ist, d.h. Modul SIM mu$ hier richtig raten.
|

In diesem Abschnitt haben wir gesehen, dal wir den Aufwand einer Sprache bis auf einige Ausnahmen
des Zeitaufwandes in der Niahe von real-time, nur bis auf einen konstanten Faktor genau angeben
konnen. Kann die Sprache in einem Aufwand f erkannt werden, so auch mit dem Aufwand % f fiir
jedes ¢ € N4. So wollen wir uns iiber Klassen von Funktionen unterhalten, die sich eben um einen
konstanten Faktor unterscheiden.

3.1 Die Landau-Symbole

Fiir jede reelle Folge S = (s;)ien, die beschrankt ist (es existiert eine endliche obere Schranke ¢ € R mit
Vn : s, < ¢), muB es Stellen in R geben, wo sich die Glieder von S hiufen, sogenannte Haufungspunkte,
also Punkte, an denen sich beliebig nah unendlich viele Glieder von S befinden. Formal sagt man: x
ist ein Haufungspunkt von S, wenn es in jeder Umgebung von x ein Element von S gibt:

x ist Haufungspunkt der Folge S gdw. Ve >0 Fie N : |z — 5| < e.

Wir konnen auch sagen: es gibt eine Teilfolge s;,,s;,,... von S, die gegen = konvergiert, also eine

Indexmenge I € N, mit lin} sy, = x. Ist x der kleinste bzw. grofite Haufungspunkt, so schreiben wir
ve

auch liminf S bzw. limsup S (liminf = limes inferior, limsup = limes superior). Wenn liminf S =
lim supy; = &, SO hat S also nur einen Haufungspunkt z, den wir dann auch den Limes der Folge

nennen: (lim s, =lim S = z).
n—oo

Betrachten wir zwei totale arithmetische Funktionen

f,9: N — N und die Folge S = (f(n)> .
neN

g(n)

S ist eine Folge von positiven rationalen Zahlen. Ist S beschrankt, so gibt es also Haufungspunkte.
Fiir den kleinsten bzw. grofiten Haufungspunkt, schreiben wir

lim infM = ¢ oder kurz inf i = x bzw.
n—co g(n) g

lim supM = x oder kurz sup = = x.
n—oo g(n) g

(Achtung Notation: in der Mathematik bezeichnet man bei einer Menge M mit inf M bzw. sup M
die grofite untere Schranke bzw. kleinste untere Schranke von M)

Es kann natiirlich sein, daB S nicht beschriinkt ist (Vm 3n : % > m), d.h. daB % beliebig grof
wird. Um nicht immer diese Fallunterscheidung zu machen, wollen wir co als (virtuellen) reellen Punkt
mit aufnehmen, und schreiben sup 3 = 00, wenn S nicht beschrankt ist.

Wir wollen uns nun die Félle im einzelnen ansehen.

1. supg = 0. Der oberste Haufungspunkt ist 0. Damit gibt es nur einen, d.h. limg = 0. Es gilt
also: Ve € Q4 IngVn>ng: f(n) <e-g(n) oder Ve e NIngVn >ng:cf(n) < g(n). f sinkt
unter jedem Bruchteil von g, selbst wenn wir f mit einer groflen Konstanten ¢ multiplizieren,
(im Bild, wenn wir die Kurve von f um einen noch so grofen Winkel < 90° hochdrehen) wird
f immer noch, ab einer gewissen Stelle unter g sinken. Wir wollen sagen: f ist limeskleiner als
g oder f beschleunigt langsamer als g, d.h. die Steigung von f wéchst langsamer als die von g
und schreiben f < g oder f € o(g).
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2. supg < 00. Der oberste Haufigkeitspunkt ist endlich. Da sup der grofite Haufigkeitspunkt ist,
liegen hochstens noch endlich viele Elemente von S iiber sup . Sei ¢ das grofite unter diesen, dann
gilt Vn : % < ¢, d.h. die Menge S ist durch ¢ beschrankt: 3¢ € N Vn € N f(n) < cg(n). Das
bedeutet, dal f zwar liber g liegen kann, aber f bleibt immer unter einem festen Vielfachen von
g (beschleunigt nicht schneller als g). Wir sagen: f limes-kleinergleich g und schreiben f < g
oder f € O(g).

3. supg = oo (Das ist genau die Negation von supl < oo, dh. f £ g, f ¢ O(g). Damit

g
o
gilt Ve €e Ny dn % > c. Es gibt also eine unendliche Folge von Zahlen (n;);cn mit
f(n;) > cg(n;), d.h. f iibersteigt unendlich oft jedes Vielfache von g. Sind f’ und ¢’ die auf die

Stellen aus {n; | i € N} eingeschriankten Funktionen f und g, so beschleunigt f’ schneller als ¢'.
Wir sagen: f ist unendlich oft limes-griffer g und schreiben f < g oder f € w(g).

4.0 < supg (Das ist die Negation von supg =0, dh. f £ g, f ¢ o(g)). Der oberste

o0
Hé&ufigkeitspunkt von S - nennen wir ihn sup - kann oo sein, aber nicht 0, also 3¢ >0 dn:
g-g(n) < f(n). f kann unter g liegen, aber f mufl unendlich oft iiber einem festen Bruchteil
von g liegen. Betrachtet man wieder nur diese unendlich vielen Stellen, so kann man sagen f
beschleunigt mindestens so schnell wie g. Wir sagen: f ist limes-grdfiergleich g und schreiben
[e.e]

f = goder fe€Qg).
Man beachte: Wenn inf% =0, >0, < oo, = 00, so ist sup F =00, <00, > 0, =0.

5.0 < supg < oo (Das ist eine Verkniipfung von 2. und 4., d.h. f =< g, aber f £ g.). f
bleibt also immer unter einem Vielfachen von ¢, aber f kann nicht langsamer beschleunigen
als g. Allerdings konnte immer noch der kleinste Haufigkeitspunkt 0 sein (inf 5 = 0), d.h. -

beschrankt auf unendlich viele Stellen - kénnte f langsamer beschleunigen als g (f = g). Wir
schreiben f € ©(g).

6. 0< infg < supg < o0o. Dann gilt f < gund g <X f. (f € O(g), g € O(f)). f kann ein Vielfaches
von ¢ nicht iibersteigen, aber auch g kann ein Vielfaches von f nicht iibersteigen. Also ist
1g(n) < f(n) < cg(n) fiir ein ¢ € N und alle n € N. Ebenso ist 1 f(n) < g(n) < cf(n) fiir ein
c € Nund alle n € N. f und g beschleunigen also gleich schnell und wir sagen: f limes-gleich g
(i.Z. f=<g).

Wir wollen noch einmal zusammenfassen:

1. feolg) = 0 :supg =y

2. feO(y) <= sup§< 00 f=g

3. feuwlg) <« supl = o0 frg  f¢0(y)

4. feQ(g) = 0 < supg fogg f¢o(9)

5. fe€0B(g) < 0 < supg < o feO0(g)nfely)
6 0< inf% gsup§< 00 f=g

7 0 = inf! =g

8 inf§ < o0 fojog

Bemerkung 3.15

Die Bedeutung von w und 2 ist nicht ganz einheitlich. D.E.Knuth hat 1976 vorgeschlagen, diese
Symbole als Umkehrung von o und O zu gebrauchen, d.h. f € Q(g) <= g € O(f) und f € w(g) <
g € o(f). Die Notation §2(g) wird in der Regel fiir untere Schranken gebraucht: ¢ ist eine untere
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Schranke fiir den Aufwand einer Klasse von Programmen, der Aufwand ist aus §2(g). Das ist aber
auch schon der Fall, wenn der Aufwand unendlich oft £g erreicht fiir ein £ > 0, wenn der Aufwand also
nicht aus o(g) ist. Darum verwenden sehr viele Autoren - und auch wir - dieses Symbol eben genau
in dieser Bedeutung: f € Q(g) <= f ¢ o(g) und f € w(g) <= f ¢ O(g). In beiden Nomenklaturen
wird aber © in der gleichen Weise aus O und 2 definiert: f € ©(g) < f € O(g) A f € Q(g) (fur das
O von Knuth beniitzen wir hier das Zeichen x<). In beiden Auffassungen gilt auch w(g) C Q(g), sowie

jao(g) € O(g).

Aufgabe 3.16
1. Gegeben seien folgende Funktionen: logy, ¥/n, loggn, +/n, id, 2", 2%, n2lo8s ™ plogn  Zeigen
Sie fiir jedes Paar (f,g) dieser Funktionen, in welcher Beziehung f und g zueinander stehen

(f € 0(g), g € o(f), f € Olg) oder g € O(f)). )
2. Sei kN(n) der kleinste Nichtteiler von n und f(n) = { log(n”),  falls n gerade

loglogn, sonst.
Zeigen Sie, daf} f € O(log) und f € w(kN).

4 Tape-Reduction

Hier geht es darum, ob ein Turingmaschine mit mehreren Béndern schneller arbeitet als eine mit
weniger Béandern. Es gibt die beiden Aspekte, den algorithmischen Aspekt und den Zahlaspekt (obere
und untere Schranken). Wie gewdhnlich ist es leichter, zu beweisen, dafi etwas geht (wir schreiben
einen Algorithmus), als dafl es nicht geht (wir zéhlen die Resourcen des Modells.)

Wir befassen uns zunéchst mit dem algorithmischen Aspekt. Die erste Feststellung ist eine einfache:
Wenn wir den Zeitaufwand quadrieren, so kénnen wir Turingmaschinen mit beliebig vielen Bindern
durch Turingmaschinen mit einem einzigen Band simulieren.

Satz 4.1 (k-Band auf 1-Band)
iXTF(t) CiXTYt?) (i =0,1,2; X = D,N; k> 2)

Beweis: Sei M eine i XT%(t)-TM. Wir konstruieren eine #quivalente TM M’ mit nur einem Arbeits-
band. Fiir jedes Arbeitsband von M schaffen wir eine Spur auf dem Arbeitsband von M’ und zusatzlich
eine Spur fiir eine Marke, die uns das Feld 0 signalisiert (Wir stellen uns die Felder nummeriert vor,
wobei das Feld, auf dem der Kopf in der Startsituation steht, die Nummer 0 bekommt). Das Feld 0
enthélt in jeder Zelle (Spur) das gepriifte, aktuelle Arbeitssymbol des entsprechenden Bandes von M.
Den Zustand von M merkt sich M’ in der Kontrolleinheit. Damit hat M’ alle Information, iiber die
M verfiigt.

Simuliert M’ nun einen Schritt von M, so entnimmt M’ dem Feld 0 die aktuellen Arbeitssymbole
und fiihrt den dazugehorigen Befehl von M aus, indem es erst in Feld 0 die neuen Symbole druckt
und dann den gesamten Inhalt einer Spur ein Feld nach links (rechts) verschiebt, wenn der Kopf
des zugehorigen Bandes von M nach rechts (links) riicken wiirde. Um das zu tun, lauft M’ von
Feld 0 aus an die rechte Peripherie des Bandes (an das rechte Ende des Bandinhaltes), von dort aus
an die linke Peripherie, wobei M’ alle Spureninhalte verschiebt, die nach links verschoben werden
miissen, dann wieder an die rechte Peripherie, wobei es die Spureninhalte verschiebt, die nach rechts
verschoben werden missen, und dann wieder auf Feld 0. SchlieBlich merkt sich M’ den Folgezustand
und beginnt mit der Simulation des nichsten Schrittes. Um die Peripherie zu erkennen, kann M’ zwei
zusétzliche Endmarken (linkes Ende, rechtes Ende) mitfithren oder aber statt Blank (O) immer nur
ein Pseudoblank (X) drucken. M’ steht dann an der Peripherie, wenn M’ eine Endmarke bzw. ein
Blank (O) liest.)
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Damit macht M’ zur Simulation eines Schrittes von M hochstens 6t Schritte, da der Inhalt der Bander
von M nicht ldnger als ¢ werden kann und somit der Inhalt des Bandes von M’ nicht ldnger als 2t.
Der Zeitaufwand von M’ ist also héchstens 6t2 € O(t2).

Bei 0ODT* (t)-TMen steht auf dem ersten Arbeitsband von M ein Input. Ein Zeichen des Inputs mufl
also als ein k-Tupel interpretiert werden, dessen erste Komponente dem Inputzeichen entspricht. m

Satz 4.2 (k-Band auf 2-Band, determ.)
iDT*(t) CiDT?(t - logt) (i = 1,2)

Beweis: Sei M eine iDT*(t)-TM. Wir konstruieren eine #iquivalente i DT2-TM M’. Fiir jedes der k
Bénder von M schaffen wir 2 Spuren auf dem ersten Band von M’. Betrachten wir also ein Band von
M. Riickt der Kopf auf diesem Band, so verschieben wir den Inhalt der Spuren so, dal das aktuelle
Arbeitssymbol in Feld 0 zu stehen kommt.

Verschieben wir bei jedem simulierten Schritt von M den gesamten Bandinhalt, so ist der Simulations-
aufwand O(#?). Vielleicht haben wir mehr Erfolg, wenn wir statt das gesamte Band zu verschieben nur
ein jeweils benotigtes Stiick des Inhalts bewegen. Das bedeutet, dafl wir eine zweite Spur bendétigen,
in die der bewegte Inhalt geschrieben werden kann, da die der nicht bewegte Teil des Bandes ja schon
beschrieben sein kann.

Wiirden wir immer nur den Inhalt des Feldes nach Feld 0 bewegen, der gerade benotigt (von M gelesen)
wird, so wiirden wir im schlimmsten Fall, wenn das der Arbeitskopf von M immer nach rechts riickt,
wir also die Inhalte immer nach links verschoben, der Reihe nach die Inhalte von Feld 1, 2,3, ... nach
Feld 0 holen und die bisher geholten Inhalte auf der zweiten Spur immer weiter nach links schieben.
Dies wiirde aber mindestens einen Aufwand von ¢(142+---+t) € O(t?) fiir ein ¢ bedeuten. Ahnliches
galte, wenn wir den Inhalt eines Blocks einer festen Felderzahl holten.

Die Idee ist nun: wenn wir schon [ Schritte nach links laufen, sollten wir nicht nur 1 Symbol holen,
sondern so viele, daf sich dieser Zeitaufwand auch lohnt. Da wir schon Zeit [ verbrauchen, schadet es
nichts, wenn wir dafiir gleich [ Symbole in die Nahe von Feld 0 bringen, wenn wir dafiir nicht mehr
als ¢l Schritte brauchen fiir eine feste Konstante c. Leider ist der Zeitaufwand dafiir bei einer 1-Band
Turingmaschine aber nicht O(1), sondern O(I?). Hier kommt ins Spiel, dal wir ein zweites Arbeitsband
haben. Dies dient uns nur zum schnellen Verschieben von Inhalten auf Band 1: wir kopieren den zu
verschiebenden Block von [ Feldern auf Band 2, laufen die [ Felder, um die wir verschieben wollen,
weiter und kopieren dann die [ Felder von Band 2 wieder auf Band 1. Das kostet uns nur 4/ Schritte.

Wir beschreiben die Methode genauer, aber nur fiir ein Band von M: Wir denken uns das erste Band
von M’ zerlegt in 2k Spuren, also eine Doppelspur statt einer einfachen Spur fiir jedes Band von M.
Eine Doppelspur ist eingeteilt in Blécke B_, ..., B_1, By, B1, ..., B;, wobei die Lange |B;| = |B_;| =
2i=1 (i > 0) und |By| = 1. Folgende Invariante, soll nach jeder Simulationsphase eines M-Schrittes fiir
alle ¢ € N gelten:

e B;ist voll und B_; ist leer oder
B; ist leer und B_; ist voll oder
B; und B_; sind beide halbvoll, d.h. nur die untere Spur ist gefiillt.

e Fir ¢ € N, liegen die Symbole der oberen Spur von B; auf dem originalen M-Band links von
denen der unteren Spur und
fiir ¢« € N_ liegen die Symbole der oberen Spur von B; auf dem originalen M-Band rechts von
denen der unteren Spur.

e Die Symbole von B; liegen im Originalband links von denen von Bj, wenn i < j (4,5 € N).

e In By tragt nur die untere Zelle ein Symbol. Die obere enthélt eine feste Marke, die Feld 0
signalisiert.

Wenn die Zellen der Blocke By, ..., B;—1 voll sind, Block B; aber nicht, und wir nach rechts verschieben
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miissen, so fiihren wir eine B;-Operation aus (die spiegelbildliche Aufgabe, nach links zu verschieben,
wenn die Blocke B_; 1, ..., By voll sind, 16st eine analoge B_;-Operation aus):

1. Schreibe den Inhalt von By, Bi,...,B;—1 in die unteren Spuren von Bi,...,B;_1 und in die
untere bzw. obere Spur von Bj;, je nachdem ob B; leer oder halbvoll ist (dann sind die Blocke
By, ..., B;_; halbvoll und B; ist halbvoll oder voll).

2. Schreibe die obere (untere) Spur von B_; (je nachdem ob B_; voll oder halbvoll ist) in die
unteren Spuren von B_;y1, ..., By (dann sind die Blécke B_;y;, ..., B_1 halbvoll, der Block
B_; halbvoll oder leer).

Eine solche B;-Operation kostet einen Aufwand von 5 - 2¢ Schritten: wir schreiben den Inhalt der
Blocke By, Bi,...,B;—1, d.h. beide Spuren in der richtigen Reihenfolge, auf Band 2 ab (das sind
3. 271 Schritte), laufen auf Band 1 ans Ende von Block B; (das sind 2¢~! Schritte), schreiben dann
den Inhalt von Band 2 riickwiirts in jeweils eine Spur der Blocke By, ..., B; (das sind 2-2¢~1 Schritte).
Dann sind wir auf Feld 0, laufen 2/~! Schritte nach links ans Ende des Blockes B_;, laufen weitere
2¢=1 Schritte nach links an den Anfang des Blockes B_;, wobei wir die obere (wenn leer, die untere)
Spur auf Band 2 schreiben, dann laufen wir 2~ Schritte nach rechts ans Ende des Blockes B_;, und
dann weitere 2/~ Schritte nach rechts auf Feld 0, wobei wir den Inhalt von Band 2 auf die untere
Spur der Blocke B_;.1,..., By kopieren. Das sind 10 - 2i~! = 5. 2¢ Schritte.

Die erste B;-Operation kann friihestens nach 2¢ Schritten ausgefiihrt werden (solange dauert es, bis
die Blocke davor gefiillt sind). Danach sind die Blécke davor halbvoll und es dauert mindestens 2°~!
Schritte bis sie wieder voll sind. Um eine B;-Operation auszufiihren, muf also ¢t > 2¢ sein oder i < logt.

Damit ist der Gesamtaufwand von M’ héchstens T'(n) = Z;‘flt b - 20 = 10t log t. ]

Wie so oft kann eine nichtdeterministische Maschine Zeit sparen. Sie kann k Bénder i.a. sogar ohne
Zeitverlust auf 2 Bandern simulieren, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 4.3 (k-Band auf 2-Band, nichtdet.)
iNTHR(t) CiNT?(t) fiir t > (1 +¢)id (i = 0,1,2).

Beweis: Sei M eine iNT*(t)—TM. Wir konstuieren eine 2-Band-TM M’ wie folgt: M’ angewandt
auf den Input w rét sich auf Band 1 eine beliebige endliche Folge von Befehlen von M (ein Befehl pro
Feld). Die Befehle haben die Form

(p’A()aAlv'"7AkaQaBl)'"7Bk‘7d07d1)"'7dk‘)a

wobei Ag und dg im Falle ¢ = 0 wegfallt. M’ tiberpriift nun, ob diese Befehlsfolge zu einem akzep-
tierenden w-Lauf von M fithren wiirde. Wenn M den Input w akzeptiert, dann mufl es eine solche
Befehlsfolge geben. Dazu priift M’ zuerst, ob der erste Befehl mit dem Startzustand go beginnt und ob
der letzte Befehl in einen akzeptierenden Zustand g, tiberfithrt und ob der Folgezustand jeden Befehls
gleich dem ersten Zustand des folgenden Befehls ist. Dann iiberpriift M’ fiir jedes Band i einzeln
(i =0,...,k), ob die Befehle an den entsprechenden Komponenten A4;, B; und d; zusammenpassen,
indem M’ die Rechnung auf Band i von M anhand der Befehlsfolge auf seinem zweiten Band simuliert.
AuBerdem merkt sich M’ nach der i-ten Simulation das Symbol a;, das vom Kopf nach dem letzten
Befehl gelesen wird.

Hat jede Simulation geklappt, und gibt es keinen Befehl von M, der mit (ge,ao,-..,ax) beginnt,
d.h. die Befehlsfolge konnte nicht weitergefiihrt werden, so war die geratenene Befehlsfolge korrekt.
Der Zeitaufwand von M’ setzt sich zusammen aus: Raten der Befehlsfolge, wobei das Uberpriifen der
Zusténde gleichzeitig geschehen kann (¢ Schritte) und den k bzw. k + 1 Simulationen von jeweils t
Schritten. Damit ist der Aufwand aus O(t). Dat > (1+¢) id kdnnen wir wegen des Speed-up-Theorems
die Simulation auch mit ¢ Schritten ausfiihren. ]

Dieser Satz gilt nur fiir t > (1+¢) id, was uns garantiert, dafl wir den Zeitverlust um einen konstanten
Faktor durch Beschleunigen wieder wettmachen kénnen. Was ist fiir kleinere ¢? Dafiir miissen wir
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etwas mehr Aufwand treiben. Wir zeigen, dafl man fir kleinere ¢ nicht nur die Bandanzahl reduzieren,
sondern die Zeit sogar noch auf real-time beschleunigen kann. Dies tun wir in zwei Schritten: zuerst
zeigen wir 2NT*(lin) C 1NT*(id) und dann 1INT*(id) C 1NT?(id).

Satz 4.4
2NT*(lin) C INT*(id).

Beweis: Durch kopieren des Inputs auf ein zusétzliches Arbeitsband, machen wir aus einer 2N7T™ (lin)-
TM wieder eine I NT*(lin)-TM. Sei also M eine INT*{en)-TM fiir ein ¢ € Q. Diese simulieren wir dann
wie folgt: Es gibt zwei Phasen. In Phase I arbeiten zwei Module SIM und KOP parallel (gleichzeitig).
Phase II dient nur der Verifikation und enthélt die parallelen Module VV und VH.

Phase I:

Modul SIM: (Raten einer Befehlsfolge und eines komprimierten Inputs und Verifikation der
geratenen Befehlsfolge)

1. Rate eine Folge Bj,..., By von Befehlen von M komprimiert - m Befehle pro Feld - auf Band
1, so da B; mit dem Startzustand beginnt, B; mit einem akzeptierenden Zustand endet und
der Folgezustand von B; gerade der Zustand ist, mit dem B;;1 beginnt (i = 1,...,t—1). Dann
laufe zu Feld 0 zuriick.

2. Rate den Input w von M in m-Kompression auf Band 2 und laufe auf Band 2 zuriick zum Feld
0.

3. Separat fiir Band 2 (geratener Input) und fiir jedes der k Arbeitsbéander von M fiihre die
Befehlsfolge By, ..., By beschleunigt aus (vgl. 3.4). Dazu beniitze Band 3. Im Anschluf} 16scht
Kopf 3 Band 3 und lauft zum Anfang zuriick. Auflerdem merke bei jedem Band, was nach der
Ausfithrung des letzten Befehls B; gelesen wurde. Wenn das geklappt hat, d.h. wenn der Kopf
immer gelesen hat, was im néchsten Befehl erwartet wurde, und wenn kein Befehl von M mit
dem Endzustand von B; und den gemerkten Zeichen anfingt, dann ist die Befehlsfolge eine
korrekte Befehlsfolge eines Laufes von M angewandt auf den geratenen Input.

4. Kopiere den geratenen Input von hinten von Band 2 auf Band 1 (das jetzt frei geworden ist)
ein Stiick weit (wieweit wird geraten).

Aufwand: Stufe 1 kostet 2c.- Schritte, Stufe 2 kostet 2> Schritte, Stufe 3 kostet 31{:3%Schritte und
Stufe 4 nochmal - Schritte, das sind insgesamt (9kc + 2c + 3)-. Wahlen wir m > 2(9kc + 2¢ + 3),
dann sind das weniger als 5 Schritte.

Modul KOP: (Unkomprimiertes Kopieren des Inputs)
Parallel zu SIM kopiere den Input von Band 0 auf Band 4. Am Ende von Phase I hat SIM weniger
als die Hélfte des Inputs kopiert.

Phase II (Verifikation des geratenen Inputs):

In der Phase II wird jetzt der geratene, komprimierte Input auf Band 2 und Band 1 mit dem wahren
Input verglichen, um zu verifizieren, ob richtig geraten wurde. Das tun parallel die Module VV und
VH. VH verifiziert den hinteren, noch nicht gelesenen Teil des Inputs, indem die Képfe auf Band 0
und auf Band 1 simultan nach rechts laufen. VV verifiziert den vorderen, gelesenen und auf Band 4
kopierten Teil des Inputs, indem die Kopfe auf Band 4 und auf Band 2 simultan nach links laufen.
Da die Phase I weniger als § Schritte gebraucht hat, ist das Modul VV vor dem Modul VH fertig,
d.h. der Inputkopf braucht nie zu warten. Damit ist die ganze Simulation, samt Verifikation nach n
Schritten beendet. ]

Satz 4.5
INT4(id) C INT?(id).

Beweis: Sei M eine 1INT#(id)-TM, und w der Input. Wir beschreiben eine 1NT?(id)-TM M,
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die dieselbe Sprache erkennt. O.B.d.A. konnen wir annehmen, dafl M nur in Stopzustinden halt,
d.h. in Zusténden, in denen kein Befehl mehr ausfithrbar ist [wir konnen eine TM leicht so umbauen:
wir machen die Endzustandmenge zunéchst leer und definieren den neuen akzeptierenden Zustand a
und den neuen verwerfenden Zustand ¢,. Wenn kein Befehl mit dem Tupel (p,a, A, B,C, D) (a € %;
A, B,C, D € T) beginnt, so definieren wir einen Befehl (p,a, A, B,C, D, s, A, B,C, D,0,0,0,0,0), wobei
S = @q, wenn p akzeptierend war, und s = ¢, sonst|. Das Prinzip ist das gleiche wie im vorigen Satz
4.4. Wir haben wieder 2 Phasen, in denen parallele Module laufen. In Phase I laufen die Module
RAT und SIM parallel zum Modul KOP, in Phase II laufen die beiden Module VV und VH parallel
zueinander. M’ bewegt seinen Kopf auf Band 1 immer in Sweeps: in einem Sweep lauft der Kopf von
Feld 0 bis Feld n/24 und wieder zuriick und dies ohne anzuhalten, d.h. in jedem Schritt lduft er auch
ein Feld weiter.

Phase I:

Modul RAT: (Raten einer Befehlsfolge und eines komprimierten Inputs)
Band 1 hat 15 Spuren. Die Spuren 4 - 15 dienen zum Kopieren des Inputs. Auf Spur 1 bis 3 rat M’
ein 3-spuriges Wort und lduft dann zuriick, d.h. der Kopf macht einen Sweep. Wenn das Wort richtig
geraten ist, hat es folgende Form:

1. In Spur 1 steht eine komprimierte Folge By, ..., B, von Befehlen von M, 24 Befehle pro Feld,
so daf3 B; mit dem Startzustand beginnt, B, mit einem akzeptierenden Zustand endet und der
Folgezustand von B; gerade der Zustand ist, mit dem B;;q beginnt (i =1,...,n — 1),

2. in Spur 2 steht die erste Hélfte des Inputwortes w komprimiert (24 Symbole pro Feld).

3. in Spur 3 steht die gespiegelte zweite Hélfte des Inputwortes w komprimiert (24 Symbole pro
Feld).

Die in 2. und 3. geratene Inputkompression dient der spéateren Verifikation des in der Befehlsfolge
mitgeratenen Inputs mit dem Input auf Band 0 und wird nicht bei der spéteren Simulation bendétigt.
Der in der Befehlsfolge enthaltene Input soll natiirlich mit der Inputkompression in Spur 2 und 3
iibereinstimmen. Darum verifiziert M’ beim Raten gleich, dafl die erste Hilfte des geratenen Inputs auf
Spur 2 iibereinstimmt mit dem in der ersten Halfte der Befehlsfolge niedergelegten Input. Gleichzeitig
schreibt M’ den Inhalt der Spur 3 auf Band 1 auch auf Band 2. Beim Raten der zweiten Halfte
der Befehlsfolge vergleicht dann der zurilicklaufende Kopf auf Band 2, ob auch die zweite Halfte
der geratenen Inputkompression mit dem in der zweiten Halfte der Befehlsfolge niedergelegten Input
iibereinstimmt. Anschliefflend lduft der Kopf auf Band 1 zuriick. Nun ist gesichert, daf3 der auf Spur
2 und 3 geratene und in der Befehlsfolge verzeichneten Input der gleiche ist. (Der Kopf 2 16sche dabei
sein Band und macht es frei fiir die weitere Arbeit.)

Modul SIM: (Verifikation der geratenen Befehlsfolge)

In 4 weiteren Sweeps fithrt M’ nun separat fiir jedes der 4 Arbeitsbander von M die Befehlsfolge
By, ..., By, 24-fach beschleunigt auf Band 2 aus (vgl. 3.4), d.h. auf Band 2 arbeitet der Modul mit
einer 72-fachen Kompression (der Input steht bereits in der Befehlsfolge und braucht hier nicht vom
Band gelesen zu werden). Wenn das geklappt hat, ist die Befehlsfolge die korrekte Befehlsfolge eines
Laufes von M angewandt auf den geratenen Input. Anschliefend machen beide Kopfe einen 6. Sweep,
und kopieren dabei den geratenen, komprimierten Input von Spur 2 und 3 auf Band 1 in die Spuren
1 und 2 auf Band 2, wobei der Kopf von Band 2 am Ende der Kopie stehen bleibt. (Kopf 1 aber
vollzieht einen vollen Sweep, damit die Zeiten stimmen.)

Modul KOP: (Unkomprimiertes Kopieren des Inputs)
Parallel zu der Arbeit in den Modulen RAT und SIM kopiert der Kopf auf Band 1 wahrend seiner 6
Sweeps in die 12 Spuren 4 bis 15 den Input von Band 0, der in dieser Zeit von Kopf 0 gelesen wird.
Am Ende steht der gelesene Input also hin- und hergefaltet in den Spuren 4 bis 15: in Spur 1 vorwarts,
in Spur 2 riickwérts, in Spur 3 vorwérts, usw.
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In der Phase I werden also 1253 = § Schritte gemacht und genau der halbe Input von Band 0 kopiert.
Phase II: (Verifikation des geratenen Inputs)

Es bleibt noch zu iiberpriifen, daf§ der geratenene, komprimierte Input mit dem wahren Input auf
Band 0 ibereinstimmt. Am Ende der Phase I stehen Kopf 1 auf Feld 0 und Kopf 2 hinter seinem
Bandinhalt. Wahrend der Kopf auf Band 0 die zweite Halfte des Inputs liest, vergleicht der Kopf 2
diesen mit dem Inhalt seiner 2. Spur (wo die 2. Hilfte des geratenen Inputs in gespiegelter Form steht).
Gleichzeitig aber vergleicht dieser Kopf den Inhalt seiner 1. Spur (wo die 1. Hélfte des geratenen Inputs
steht) mit dem, was Kopf 1 liest, der jetzt den von Band 0 auf Spur 4 bis 15 kopierten Input riickwérts
in weiteren 6 Sweeps wieder abliest. Sind diese Vergleiche alle erfolgreich, so ist der geratene Input
richtig gewesen. ]

Bemerkung 4.6

Man kann sich iiberlegen, dafl man auf diese Weise sogar INT(lin) C 1NSP(id) zeigen kann, wobei P ein
Pushdownband (Keller) und S ein Stackband symbolisiert (Man kann also eine linear-zeit Mehrband-
Maschine durch eine mit einem Stack und einem Keller ohne Zeitverlust simulieren.)

4.1 Untere Schranken: Crossing Sequence

Als néchstes fragen wir uns, ob die Simulation von k£ Bandern auf einem Band mit einem quadrati-
schen Mehraufwand wirklich der Weisheit letzter Schlufl ist. Kann man dasselbe vielleicht mit einem
geringeren Zeitaufwand. Wir fragen also nach der unteren Schranke des Zeitaufwandes einer solchen
Simulation. Ist ¢ der Zeitaufwand der k-Band TM, so ist t?> eine obere Schranke und ¢ eine triviale
untere Schranke. Wieweit konnen wir diese triviale untere Schranke heraufsetzen? Wir wollen zeigen:
soll die Simulation von einer TM mit nur einem Arbeitsband ohne Inputband (ONT!-TM) geleistet
werden, so ist die untere Schranke t2, d.h. es geht mit quadratischem Mehraufwand, aber nicht mit
weniger. Unser Verfahren ist zwar einfach, aber optimal.

Etwas genauer: wir nennen die Funktion s, eine untere Schranke der Mehrband-Einband-Simulation,
wenn es eine Funktion ¢ und eine Sprache L gibt, so da L € 1DT*(t), aber L ¢ 0DT*(o(s, o t)).
Weiter nennen wir die Funktion s, eine obere Schranke, wenn fiir alle ¢ gilt: 1DT*{t) C 0DT*(s, o t).
In dieser Nomenklatur ist id eine triviale untere Schranke und quad eine obere Schranke.

Etwa schwieriger ist es (und wir werden es hier auch nicht behandeln), wenn wir zulassen, daf die
simulierende Einband-TM ein 1-way Inputband hat, d.h. also eigentlich 2 Béander, wenn auch eines
davon extrem eingeschriinkt ist. Auch hier gelingt es im deterministischen Fall (1DT!) immer noch
- allerdings komplizierter - zu zeigen, daf die untere Schranke #? ist. Im nichtdeterministischen Falle
(INT!') kann man die untere Schranke sehr nahe an ¢* heranfiihren, aber bisher ist es noch nicht
gelungen, sie exakt auf t? zu setzen. Die untere Schranke, die man erreicht hat, ist loé—in fiir beliebiges,
aber festes s (log®n =logo---ologn, s-mal iteriert).

Fiir den Beweis geniigen unsere bisherigen Mittel nicht. So holen wir ein biichen aus. Wenn wir zeigen
wollen, dafl ein Maschinentyp eine Sprache nicht erkennen kann, brauchen wir ein Zahlargument. In
Theorem 3.11 haben wir die m-Aquivalenzklassen von Konfigurationen der Maschine gez&hlt. Nicht
immer kann man so naheliegende Aspekte heranziehen. Was wollen wir zéhlen, wenn wir zeigen wollen,
daf eine real-time Turingmaschine mit & Béndern von einer 1-Band-Turingmaschine (ohne Inputband)
nicht unter einem Zeitaufwand von O(n?) simuliert werden kann? Wir zihlen Crossing Sequences.

Definition 4.7 (Crossing Sequence)

Wir betrachten eine (deterministische oder nichtdeterministische) 1-Band Turingmaschine M ohne
Inputband, einen Lauf R von M und 2 benachbarte Felder k und k+ 1 (k € Z) auf ihrem Band. Dann
ist die Crossing Sequence C(R, k) des Laufes R an der Stelle k die Folge der Zusténde, die wéhrend
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des Laufes R von M jeweils eingenommen werden, nachdem der Kopf diese Grenze zwischen Feld k
und Feld k + 1 gerade iiberquert hat,

Wir konnen uns eine Crossing Sequence als den Niederschlag der {iber diese Grenze hinweg trans-
portierten Information vorstellen: kein Zeichen kann iiber diese Grenze gebracht werden, ohne dafl es
am Zustand sichtbar wird, der nach dem Uberqueren dieser Grenze erreicht wird, denn nur iiber den
Zustand kann die Maschine sich dieses Zeichen merken, um es hinter der Grenze wieder abzulegen.

Betrachten wir Mehrband-Turingmaschinen, so konnten wir dieselbe Feststellung machen, wenn wir
in der Crossing Sequence nicht nur den Zustand verzeichneten, der nach Uberqueren der Grenze
erreicht wird, sondern die gesamte Information der Maschine, die auflerhalb des betrachteten Bandes
liegt, wenn wir so wollen den Grofizustand der Maschine, der aus dem eigentlichen Zustand und den
Inhalten und Kopfstellungen der anderen Bénder besteht. Auch solche verallgemeinerten Crossing
Sequences werden wir betrachten, aber hier begniigen wir uns zunéchst mit dieser einfacheren Form.

Notation 4.8
Liegt der Lauf R fest, so schreiben wir kiirzer C'(k). Wenn die Grenze im Bereich des Inputs uv
zwischen den Teilinputs u und v verlduft, so schreiben wir statt C(R, |u|) auch Cr(u,v).

Um die Niitzlichkeit dieser Definition zu verstehen, machen wir uns ein paar einfache Fakten klar, die
wir hier ohne Beweis formulieren.

Lemma 4.9
Sei M eine 1-Band-Turingmaschine ohne Inputband, R ein uv-Lauf von M, R ein u/v'-Lauf von M
und Cg(u,v) = Cr(v',v"). Dann gibt es einen wv’-Lauf Ry und einen u/v-Lauf R mit

1. ist |Cr(u,v)| ungerade, so gilt:

(R; akzeptierend <= R’ akzeptierend) und (Rs akzeptierend <= R akzeptierend),
2. ist |CRr(u,v)| gerade, so gilt:

(R; akzeptierend <= R akzeptierend) und (Ry akzeptierend <= R’ akzeptierend),
3. sind R und R’ akzeptierend, so sind auch R; und Ry akzeptierend.

Korollar 4.10
Sei M eine 1-Band-Turingmaschine ohne Inputband, uv und «v" aus L(M) und R bzw. R’ akzep-
tierender Lauf fiir uv bzw. v/v" mit Cr(u,v) = Cr/(v/,v"). Dann sind auch wv’ und w'v aus L(M).

Korollar 4.11
Sei M eine 1-Band-Turingmaschine ohne Inputband, R ein akzeptierender Lauf von M fiir den Input
wow und C(R, |u|) = C(R, |uv|). Dann gibt es auch fir ww einen akzeptierenden Lauf von M.

Beweis: Man tiberlege sich, daf3 M nicht auf dem von v besetzten Bandteil stoppen kann. [
Jetzt sind wir bereit den oben angekiindigten Satz zu zeigen: Eine 1-Band-Turingmaschine ohne In-
putband kann eine real-time k-Band Turingmaschine nicht mit weniger als n? Zeitaufwand simulieren,

auch wenn diese noch ein zusétzliches 1-way Inputband hat und auch, wenn wir zulassen, daf} die
simulierende Turingmaschine nichtdeterministisch ist.

Satz 4.12 (quadratische untere Schranke)

1LDT*{n) € ONT (o(n?)), d.h. 1DT*(n) ¢ ONTL(t), wenn t € o(n?) (k > 0).

Beweis: Wir betrachten die Sprache L = {u#™u | u € ¥™, m € N}. L ist aus 1DT'(id) und aus
0DT?(id). Wir zeigen: L ist nicht aus ONT" (o(n?)).

Sei also M die ONT'-Maschine, die L erkennt und @ ihre Zustandsmenge. Wir betrachten einmal die

2™ Worte aus L der Lange n = 3m und in jedem dieser Worte w eine kiirzeste Crossing Sequence
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C, im mittleren #-Teil. Nach den obigen Uberlegungen miissen alle diese 2 Crossing Sequences
Cy (w € L, lw| = 3m) verschieden sein. Wir fragen uns, wie lang also die langste dieser kiirzesten
Crossing Sequences sein muf}, denn diese Lange gibt uns eine untere Schranke fiir die Rechenzeit der
Maschine auf dem zugehorigen Wort.

FEine untere Schranke fiir die Lénge der langsten dieser 2™ verschiedenen Crossing Sequences bekom-
men wir, wenn wir uns die 2™ kiirzesten Crossing Sequences ansehen, d.h. die 2™ kiirzesten Worte
iiber dem Alphabet Q. Sei |Q| = ¢. Es gibt ¢° Crossing Sequences der Linge 0, ¢° der Linge i und

; I+1_ . . . . . .
Zi:o q' = % < ¢!t bis zur Linge I. Da wir 2™ verschiedene Crossing Sequences brauchen, miissen

wir [ so grofl wahlen, dafl die Zahl der Crossing Sequences bis zur Lange | grofiergleich 2™ ist, also

wenigstens muf} ¢/t1 > 2™ d.h. [ > opg — L sein.

Wir haben festgestellt, dafl wenigstens flir eines der betrachteten 2" Worte w die kiirzeste Crossing
Sequence C,, die Lange & —1 haben muB}. Alle anderen m—1 Crossing Sequences in dem mittleren #-
Teil von w haben also eine Lénge die grofler oder gleich ist. Damit ist die Zeit, die die Turingmaschine
M allein auf dem mittleren Teil von w verbringt wenigstens

Mg — 1) =3G0, -1 = 1n? fiir ein c € N.
Fiir alle durch 3 teilbaren Wortlingen n gilt also, daf es ein Wort gibt, auf dem M wenigstens n?/c
Schritte rechnet. Fiir diese n also muf3 die Aufwandschranke ¢(n) oberhalb eines festen Bruchteils von
n? liegen, was bedeutet, dal sup(t/n?) > 0 und somit t ¢ o(n?). |

5 Bandhierarchien

In den vorigen Kapiteln haben wir erfahren, dafl eine Klasse von aufwandbeschrinkten (in Zeit oder
Band) Turingmaschinen nicht mehr Sprachen erkennt, wenn man in die Klasse noch Turingmaschi-
nen aufnimmt, deren Aufwand ein festes Vielfaches des erlaubten Aufwand der Klasse ist (salopp
gesprochen: Turingmaschinen kénnen auch dann nicht mehr, wenn ihr Aufwand um einen festen
Betrag vervielfacht wird).

Die Frage stellt sich nun, um wieviel mufl man den Aufwand erhéhen, damit die Erkennungsleistung
von Turingmaschinen wirklich zunimmt. Genauer: Sei K ein Modell von Turingmaschinen bzw. die
Klasse von Turingmaschinen eines bestimmten Typs und K[f] die Menge der von diesem Modell,
diesen Turingmaschinen, bei einer Bandschranke von f erkannten Sprachen, so fragen wir, um wieviel
muB g grofer sein als f, damit die Klasse K[g] echt grofier ist als die Klasse K[f] (K[f] € K[f]).
Doch zieht diese Frage gleich weitere nach sich: was heifit ,,gréfler”, hat man eine Antwort fiir f, gilt
sie dann auch fiir jede andere Schranke, gibt es besonders interessante Schranken f oder Klassen von
Schranken?

5.1 Turingprogramm, UTM, Konstruierbarkeit

Fine wichtige Beweismethode wird sein, dal Turingmaschinen selbst Input sein kénnen, daf§ Maschi-
nen auf Maschinen - z.B. auf sich selbst - angewandt werden konnen. Das erlaubt uns universelle
Simulation und Diagonalisierung. Diese Tatsache ist so wichtig, dafl sie sogar zu einem Axiom fiir
Nummerierungen ¢ der partiell rekursiven Funktionen P gemacht wird.

Da Maschinen nur Worte bearbeiten konnen, miissen alle Aufgaben kodiert werden in Zeichenreihen,
in Worte. Ein Problemfall muf} in ein Inputwort umformuliert, kodiert werden. Sollen nun Maschinen
auf Maschinen angewandt werden, so miissen auch Turingmaschinen kodiert werden als ein Wort
iiber einem festen Alphabet. Ein solches Wort, das eine Turingmaschine kodiert, wollen wir ein
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Turingprogramm oder auch ein Turingwort nennen. Eine moégliche Art Turingmaschinen zu kodieren
geben wir hier an:

Sei M = (Q,%,T,9,qo, F) eine 1-Band-Turingmaschine (ohne Inputband) mit F' = {q1,--- ,qr} und
d ={b1,...,bm} . O.B.d.A. seien alle betrachteten Alphabete @, 3 und I" aus Ny. Wir kodieren M als
bindres Wort wjs (das Turingprogramm der Maschine M) vermoge:

wyr = cod(M) = 190170 - -- 019600 cod(b1)0 - - - 0 cod(by,),
wobei fiir einen Befehl b = (p, A, ¢, B, d) aus § die Kodierung cod(b) = 1701401901201%+2 sei.

Auf diese Weise konnen wir jeder TM ein Wort {iber {0,1} zuordnen. Es gibt allerdings noch viele
bindre Worte, die nicht als ein Turingwort interpretiert werden konnen, weil sie nicht die richtige
Form haben. Um das zu &ndern, definieren wir einfach alle diese Worte als Turingworte einer festen
Turingmaschine, z.B. der Turingmaschine 1, die nur den Startzustand hat, aber keine Befehle und
keine Arbeitssymbole. Damit haben wir eine totale, surjektive (Interpretations-) Funktion 7' von
{0,1}* auf die Menge der Turingmaschinen, die jedes bindre Wort u als eine Turingmaschine T,
interpretiert, sodal T,, = L oder cod (T},) = u.

Nummerieren wir die Worte aus {0, 1}* (zéhlen sie auf), so nummerieren wir auch die Menge 7 der
Turingmaschinen: (Tu)ue{()’l}*, wobei freilich die leere Turingmaschine unendlich viele Turingworte
hat, in dieser Nummerierung also unendlich oft vorkommt. Eine Nummerierung von I = {1}{0,1}* U
{e} erzeugt ebenfalls eine (andere) Nummerierung von 7: (T, )yuer.

Jetzt macht es Sinn, davon zu reden, dafl eine TM auf eine andere TM M angewandt wird, sie wird
namlich auf den Input cod(M) = wys angewandt. Wenn eine Turingmaschine U angewandt auf den
Input wOw (v € ¥*, w € (¥* - {00})") denselben Output liefert wie T,(w), so nennen wir U eine
universelle Turingmaschine (UTM), da sie alle Turingmaschinen zu simulieren vermag, da sie also
ein einheitliches, kanonisches oder eben universelles Verfahren reprasentiert, mit dem die Rechnungen
aller Turingmaschinen nachvollzogen werden konnen.

Wir beschreiben eine universelle Turingmaschine U und deren Arbeitsweise: Sei u ein Turingprogramm
und w € ¥*. Bei Input ulJw simuliert U die durch u beschriebene TM T, angewandt auf Input w wie
folgt:

1. U sucht in u den grofiten 1-String (ldngstes Symbol) (die Lénge sei ¢,,).

2. U kopiert den Input w in unérer Form auf Band 2, wobei jetzt jedes Symbol in einen Block

von ¢, Feldern geschrieben wird. Ist also w = aj...a,, so schreibt U auf Band 2 das Wort

191QCu—a1  19n(Cuan,

U schreibt den Startzustand in der Form 1% 0% % auf Band 3.

4. U simuliert einen Schritt von T, wie folgt: ist 1P0°~P der aktuelle Blockinhalt in Band 3 und
140%~4 der aktuelle Blockinhalt in Band 2, so sucht U in u auf Band 1 einen Befehl, der mit
17014 beginnt. Findet U einen solchen Befehl 170140190158019+2, so schreibt U in den Block
auf Band 3 den neuen Zustand 190°“~9 und in den aktuellen Block auf Band 2 das neue Symbol
180% =B und riickt auf Band 2 um d Blocke nach rechts.

b

Wir definieren jetzt eine Eigenschaft von Funktionen, die im folgenden eine wichtige Rolle spielt: die
Konstruierbarkeit.

Definition 5.1 (bandkonstruierbar)
Eine (arithmetische) totale Funktion f heift i DT*-bandkonstruierbar (i = 0,1,2 , k € N—{0}) gdw. es
eine iDT*[f] — TM gibt, die f uniir berechnet, genauer: die bei Input 17 mit 1/ auf Band 1 stoppt.

Definition 5.2 (zeitkonstruierbar)

Eine (arithmetische) totale Funktion f heiit i DT*-zeitkonstruierbar (i = 0,1,2 , k € N—{0}) gdw. es
eine iDT*(f) — TM gibt, die f binir berechnet, genauer: die bei Input 1" mit bin(f(n)) auf Band 1
stoppt. (bin(n) = Bindrdarstellung von n)
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Bemerkung 5.3
Der Begriff der Konstruierbarkeit wird in der Literatur auf mancherlei Weise definiert.

e So wird auch eine Funktion f : ¥* — {1}, die auf allen Worten derselben Linge densel-
ben Wert liefert, konstruierbar genannt, wenn sie von einer iDT*[f] — TM berechnet wird.
[Natiirlich sind arithmetische Funktionen und Funktionen auf Worten, deren Wert aber nur von
der Wortlange beeinflufft wird i.W. dasselbe.]

e Oder eine arithmetische Funktion f heifit i DT*-zeitkonstruierbar, wenn eine i DT*(O(f)) — TM
bei Input 1" nach genau f(n) Schritten stoppt. Eine solche Maschine kann als Uhr parallel zu
einer anderen geschaltet werden, um sicherzustellen, dafl sie nicht ldnger als f(n) macht, aber
dies erhoht die Banderzahl.

e Oder eine arithmetische Funktion f heiit i DT*-zeitkonstruierbar, wenn eine i DT*(O(f)) — TM
bei Input 1" mit 170 stoppt. Das hat den Vorteil, daB die Funktion id zeitkonstruierbar ist:

Fiir Funktionen f mit f(n) > (1 + ¢)n sind diese Varianten von Zeitkonstruierbarkeit dquivalent zur
obigen Definition.

Definition 5.4 (log*n) ‘
log"n = min{i | log'n < 1} = min {i | ‘2 > n} (hierbei sei log® der i-fach iterierte Logarithmus und
*2 die i-fach iterierte Exponentiation).

Aufgabe 5.5
1. Zeigen Sie, dafl eine 0DT-Turingmaschine in [gn] —2 Schritten n-mal binédr eine 1 addieren
kann, d.h. von 1 bis n zahlen kann.
2. Zeigen Sie, daB folgende Funktionen 1DT!-zeitkonstruierbar sind: n, n?, ny/n, nlogn, nlog* n.

Lésung von 1.: Sei n eine Zweier-Potenz. Alle 2° Additionen muf die Turingmaschine M bis Feld
i+ 1 gehen, d.h. M macht nach jedem 2-ten Besuch von Feld i (alle 2°~! Additionen) noch 2 weitere
Schritte. Jede 2-te Addition kostet 2 Schritte [t (2) = 2]. Jede 4-te Addition kostet noch zusétzlich 2
Schritte usw.

Die ungeraden Additionen zdhlen wir extra, sie kosten nur einen Schritt.

Somit ist ¢(n) = g (alle ungeraden Additionen)
+ g -2 (alle 2-ten Additionen)
+ % -2 (alle 4-ten Additionen)
usw.
Ist n = 2%, so ist
ko ok k
¢ (n) =Z+2“§¢ =52

n n )
- 2(2’“—1>:f Mm—2=n—2
5 + 5 + 2n 2n
Anderer Weg: Es gilt die Rekursionsgleichung.
t(1)=1,t(2") =2-¢(2") +2

5
Dann ist ¢ (n) = on = 2 eine Losung, denn

22”1—2:5-2"—2:5-2i—4+2:2(gQi—2>+2
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Sein =2t + ... 4277 (§1 > jo >+ > j), S0 ist

t(n) =t (2") +---+1t(277)

5 5 ..

— (991 _ — (9Ir —
_2(21 2) + +2(2 2)

5 . , 5

— Z (91 ... Jr) —ortl « 2
_2(21+ +277) =2 <5 n—2

5.2 Die Band-Hierarchiesatze

Wir zeigen Hierarchien von sich umfassenden Komplexitétsklassen {C | f € R} (R ist hier die Menge
der totalen rekursiven Funktionen von N nach N - nicht etwa die Menge der reellen Zahlen). Dazu
miissen wir in der Lage sein, eine TM zu definieren, deren Sprache nicht in einer gegebenen Klasse
Cy liegt. Dies tun wir, indem wir eine TM bauen, die tiber alle TMen diagonalisieren, deren Sprache
in der Klasse Cy liegt. Sei (Ty)uer (I = {1}X* U {e}) eine Nummerierung der Turingmaschinen (alle
Indizes, Programme beginnen mit 1 oder sind leer).

Uber eine Klasse diagonalisieren heiit gewdhnlich, daf diese Klasse aufzihlbar sein mufi. Nun wissen
wir aber, daf die Klasse Ty := {u € ¥* | L(T,) € Cy} gewohnlich nicht aufzéhlbar ist - wir sagen
C ist nicht stark aufzéhlbar. Fiir konstruierbare f andererseits konnen wir leicht eine Teilklasse von
Ty angeben, deren Machinen auch genau die Sprachen von C erkennen und die aufzahlbar ist - wir
sagen Cy ist schwach aufzahlbar. An jede TM M setzen wir einfach noch ein Kontrollmodul K, der f
konstruiert und die Maschine stoppt, sobald sie mehr als f Aufwand treibt. Diese gekoppelte Maschine
[MK] ist f-beschrénkt, d.h. aus T, jede Sprache aus Cy kann von einer solchen Maschine erkannt
werden (ist M schon f-beschrinkt, so greift das Modul ja gar nicht ein) und die Teilklasse dieser
Maschinen ist aufzahlbar (wir zéhlen alle Turingmaschinen auf und koppeln sie mit K: ([T, K])uex+).
Die Diagonalisierungen, die wir hier definieren, machen genau dies, sie zdhlen alle Turingworte auf,
koppeln sie aber gleich mit dem Kontrollmodul.

5.2.1 One-way Maschinen

Satz 5.6 (Bandhierarchie one-way I)
Sei |X| > 2 und seien f und g totale arithmetische Funktionen, g 1DT-bandkonstruierbar. Dann gilt:

f o—gg A g>log = weak-2DT[f] 2 strong-1DT][g].

Beweis: Wir definieren eine Sprache L mit L € strong-1DT]g], aber L ¢ weak-2DT[f]. Dies tun wir,
indem wir iiber die Klasse weak-2DT[f] diagonalisieren. Wire die Klasse weak-2DT[f] aufzéhlbar, so
konnten wir einfach eine TM A bauen, die bei Input w die i-te TM der Klasse antisimuliert, wenn
w das i-te Wort einer Aufzéhlung von X* ist. Diese TM A wiirde sich dann von jeder TM dieser
Klasse unterscheiden, d.h. eine Sprache erkennen, die nicht in weak-2DT[f] liegt. Leider ist die Klasse
weak-2DT| f] nicht aufzéhlbar. Wir helfen uns, indem wir eben eine weak-2DT|f] umfassende gréfere
Klasse aufzéhlen und iiber diese diagonalisieren. Wenn dies eine strong-1DT[g]-TM kann, haben wir
den Satz bewiesen.

O.B.d.A sei {0,1} C X. Jedes Wort w € ¥* kann geschrieben werden als w = zuz mit =z € {0}*, u €
{0,1}*, z € ¥*, wobei v mit 1 beginnt, wenn u # ¢ und z mit einem Symbol a ¢ {0,1}* beginnt,
wenn z # ¢ (d.h. x ist der maximale 0-Préfix von w und u der maximale auf = folgende {0, 1}-String

oo
von w). Zur Erinnerung: f = g oder inf% =0heift Vee NI n:cf(n) <g(n).
Sei (Ty)uer (I = {1}X* U {e}) eine Nummerierung der two-way 1-Band-Turingmaschinen. Wir
definieren eine strong-1DT[g]-TM A, die iiber (T3,)yer diagonalisiert. Sei ¢, die Zahl der Zusténde und
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vy, die Zahl der Arbeitssymbole der TM T,,. Der Input w habe die oben beschriebene Form w = xuz
und habe die Lange n. Dann arbeitet A(w) in zwei Phasen:

Phase I: A konstruiert g und markiert g(n) Felder auf Spur 1 [Platzaufwand g(n)]. Gleichzeitig
kopiert A den Input w = zuz auf Spur 2 und 3 und zwar z binér als bin(|z|) in Spur 2 und den Rest
uz direkt darunter in Spur 3, wobei A sofort stoppt und verwirft, wenn |uz| > |bin(|z|)| [Platzaufwand
log |z| < logn < g(n)].

Phase II: Danach antisimuliert A nun 73, (w) auf Spur 4, d.h. A simuliert 7, (w) dhnlich wie die oben
beschriebene UTM mit dem Unterschied, dafl der Input eine verénderte Form hat. Solange der In-
putkopf von T,, auf = weilt, subtrahiert (addiert) der simulierende Kopf von A von der Bindrdarstellung
bin(|z|) jedesmal eine 1, wenn der Inputkopf von T;, ein Feld weiterriickt (zurtickriickt) [Platzaufwand
cuf(n)]. Parallel dazu z&hlt A die simulierten Schritte von T, binér auf Spur 5, aber nur, solange der
markierte Platz von g(n) Feldern ausreicht.

A akzeptiert, wenn der markierte Platz von g(n) Feldern zur Simulation nicht ausreicht oder wenn
der Platz ausreicht, aber T, (w) verwirft. Reicht der Platz aus und T, (w) akzeptiert, so verwirft A.
Damit ist A eine strong-1DT[g]-TM.

Reicht der markierte Platz nicht aus, so kann das mehrere Griinde haben:

1. T, ist gar keine weak-2DT|[f]-TM, verwendet also mehr als f(n) Platz, oder

2. Ty (w) verwirft (eine weakly beschrankte TM muf} sich nur bei akzeptierenden Léufen an die
Bandschranke halten), oder

3. cuf (n) > g (n) (d.h. n war nicht geeignet), oder

4. T, macht mehr als 21087 2cuf(n) — . 9cuf(n) > . qu'yq]:(n)f(n) Schritte. Dann zykelt T,,, weil sie
mehr Schritte macht als verschiedene Situationen existieren, d.h. logn + 2¢, f(n) Felder reichen
nicht aus, um die Schritte zu zéhlen.

Wir nennen eine Antisimulation erfolgreich, wenn der Platz reicht oder hochstens wegen Punkt 2.
oder 4. nicht reicht. Wir miissen noch garantieren, da§ A jede weak-2DT[f]-TM T,, fiir irgendeinen
Input auch erfolgreich antisimulieren kann. Fir jedes u existiert aber ein z, soda$ |u| < |bin(|z])]
und ¢, f (|zu]) < g (Jzu|). Ist Ty, also eine weak-2DT|[f]-TM, so gibt es einen Vorspann z zu u, so daf
A (zu) die TM T, auf zu erfolgreich antisimuliert.

Wiére nun L(A) € weak-2DT[f] und T3, eine weak-2DT[f]-TM, die L(A) erkennt, so gébe es doch ein
x, so daB A (zu) die TM T, auf xu erfolgreich antisimuliert, so daf also A(zu) akzeptiert gdw. T, (zu)
verwirft. W! Damit ist L(A) ¢ weak-2DT[f]. [

Korollar 5.7
1. f€o(g) N g >log = strong-1DT|[f]
2. feolg)Ng>id = weak-1DT[f]

G strong-1DT]g].
G strong-1DT(g].

Beweis:
ad 1.: strong-1DT[f] C strong-1DT|[g], falls f € o(g).

ad 2.: Wenn g > id, dann ist weak-1DT[g] = strong-1DT[g]. Ist ndmlich M eine weak-1DT[g]-TM,
dann gibt es eine dquivalente strong-1DT[g]-TM M’, die zunédchst g(n) konstruiert und parallel dazu
den Input auf das Arbeitsband kopiert (da g > id reicht der Platz), anschliessend M auf dem kopierten
Input simuliert und dabei verwerfend abbricht, falls mehr als g(n) Platz verbraucht wird. ]

Was ist, wenn wir im Korollar die Voraussetzung g > log fallen lassen? Fiir eine Antwort bendtigen
wir noch folgende Beobachtung.

Satz 5.8 (1DT-bandkonstruierbar < log)
Ist g : N — N, total, unbeschrankt und 1DT-bandkonstruierbar, so ist g € Q(log) (d.h. sup l%g >0,
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[e.o]
d.h.3¢> 0 3n:g(n) > Llogn). Anschaulich: eine unbeschriinkte, 1DT-bandkonstruierbare Funktion
muf} unendlich oft einen Wert in der Ordnung von log annehmen.

Beweis: Sei MIN(g) = {n e N|Vm <n:g(m) < g(n)}, d.h. die Menge der Stellen in N, an denen
g jeweils zum ersten Mal einen grofleren Wert als an fritheren Stellen annimmt. (Da g unbeschrankt
ist, gilt | MIN(g)| = o0.) Sei weiter n € MIN(g) und M eine 1DT][g]-TM, die g konstruiert. Eine
Konfiguration von M ist gegeben durch Zustand, Arbeitsbandinhalt und Position des Arbeitskopfes,
aber ohne Angabe des Inputbandes und der Inputkopfstellung (vgl. Definition 2.9). M mufl beim
Verlassen jedes der n Zeichen von 1" in einer anderen Konfiguration sein, denn ware M beim Verlassen
der i-ten 1 und der j-ten 1 (i < j) in derselben Konfiguration, so wiirde M auch auf dem Wort )
am Ende in derselben Konfiguration sein und somit auch denselben Output liefern wie bei 1™. Damit
wire also g(n) = g(n — j + i) im Widerspruch zu n € MIN(g). M hat hochstens g9 g(n) < 2¢9(%)
Konfigurationen fiir ein ¢, bendtigt aber mindestens n viele, d.h. es muf gelten 290" > n oder
g(n) > Llogn. Dies ist allerdings nur fiir alle n € MIN(g) zwingend. |

Nun konnen wir Voraussetzung g > id durch die schwéchere g unbeschrankt ersetzen, wenn die
Diagonal-TM schwach beschriankt sein darf (also eine méchtigere Maschine):

Satz 5.9 (Bandhierarchie one-way II)
Sei |X| > 2 und seien f und g totale arithmetische Funktionen, g 1DT-bandkonstruierbar:

f€o(g) N gunbeschrinkt = weak-1DT[f] & weak-1DTIg].

Beweis: Wir konstruieren eine one-way-Diagonal-TM A. A muf}; wenn es g konstruiert gleichzeitig
den Input kopieren, damit er spater noch zur Verfiigung steht. Ist g > id, so kann nichts passieren.
Ist g > log, so kann A den Input immer noch komprimiert kopieren: hat der Input die Form w = xuz
wo x der maximale Préfix € {0}*, u der maximale Teil nach x aus {0,1}*, z € ¥* der Rest von w ist,
dann kann z in bindrer Form (bin(|z|)) kopiert werden. Wenn z gentigend grof ist, kann A den Rest
von w darunter kopieren, ohne den von bin(|z|) abgesteckten Platz zu iiberschreiten.

Nun haben wir im obigen Satz 5.8 gezeigt, dal eine 1DT-bandkonstruierbare Funktion unendlich
oft einen Bruchteil von log erreichen muff, d.h. llogn > g(n) fiir unendlich viele n und ein c. Sei
I={n| % logn > g(n)}. Fiir ein n € I kénnte A also den Input w = zuz (in e-Kompression) kopieren,
wenn |w| = n und log |z| > |uz|, da llog|z| < llogn < g(n). Fiir jedes u € {0,1}* gibt es aber ein
x € {0}* mit log|z| > |u|, so daB |w| € I.

A arbeitet also genauso wie in dem Hierarchiesatz 5.6 oben mit folgenden Ausnahmen:

1. A kopiert den Input in der eben beschrieben Weise, d.h. den maximalen Préfix x = 0" aus
{0}* als bin(m) in c-Kompression auf Spur 2, was < logm Felder kostet, und kopiert darunter
in Spur 3 den Rest des Inputs.

2. A verwirft, wenn diese Kopie des Inputs mehr als g(n) Platz verwandt hat, d.h. wenn %logm >
g(n) oder |u| > g(n), was A nach Konstruktion von g weif.

Fiir jede TM T, gibt es nach obiger ﬂberlegung unendlich viele Inputs 0™u, deren komprimierte
Kopien hochstens g(|0™u|) Platz bendtigen. Da f € o(g), existiert fiir jedes u ein Input w = 0™u, so
dafl A(w) erfolgreich antisimuliert. Alle {ibrigen Uberlegungen laufen wie im Beweis von Satz 5.6 . m

Aufgabe 5.10
Wa